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1. はじめに

有限集合 V 上の集合関数 f は, 任意の X,Y ⊆
V に対して

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y )

を満たすとき, 劣モジュラ関数と呼ばれる.
劣モジュラ関数は, 離散最適化を始めとする様々
な分野で, 基礎的な概念を記述する際にしばしば
登場する. 例えば, ネットワークのカット容量関
数, マトロイドの階数関数, 多元情報源のエントロ
ピー関数, 協力凸ゲームの特性関数は, いずれも劣
モジュラ性を有する. また, スケジューリングや
待ち行列といった分野でも劣モジュラ関数を用い
た研究が展開されてきた.
エントロピー関数や凸ゲームといった例は, 凸

解析との関係を連想させる. 実際, Frank の離散分
離定理や Fujishige の Fenchel 型双対定理によっ
て, 劣モジュラ関数と凸関数との類比が示された.
さらに, Lovász [16] は, 集合関数の劣モジュラ性
が, 適当な方法で拡張された関数の凸性によって
特徴付けられることを明らかにした. その結果, 劣
モジュラ関数の諸性質は, 離散世界の凸性として
明確に理解されるに到った. この方向性は, その
後, Dress–Wenzel が提案した付値マトロイドに関
する研究と合流し, Murota による離散凸解析の理
論に発展している.

2. 劣モジュラ関数の最小化

凸関数最小化が非線型最適化で重要であるよう
に, 劣モジュラ関数最小化は離散最適化において
重要な位置を占めている. 劣モジュラ関数最小化
の最初の多項式時間アルゴリズムは, Grötschel–
Lovász–Schrijver [9] によって与えられた. このア
ルゴリズムは, 線型計画問題に対する最初の多項
式時間アルゴリズムを導いた楕円体法を用いてい
る. しかし, 楕円体法は収束が遅く, 多項式時間ア
ルゴリズムとはいうものの, 実際上も効率的であ
るとは言い難い.

Cunningham [1, 2]は, マトロイド多面体の分離
問題を解く際に現れる特殊な劣モジュラ関数最小化
問題に対する組合せ的な強多項式アルゴリズムと，
整数値劣モジュラ関数の最小値を計算する組合せ
的な擬多項式時間アルゴリズムを発表した. この手
法を出発点として，Iwata–Fleischer–Fujishige [14]
と Schrijver [21] が, 劣モジュラ関数最小化の組合
せ的な強多項式アルゴリズムを独立に開発した. そ
の後，加減算と大小比較のみを用いた完全に組合
せ的なアルゴリズムの開発 [11] や，計算量の観点
からの改良がなされてきた [5, 12, 18, 15]．また，
対称劣モジュラ関数の最小化に関する組合せ的な
強多項式時間アルゴリズムも知られている [20]．こ
れらのアルゴリズムの概要は，[6, 13, 17]に解説
されている．

劣モジュラ関数最小化の重要性は, 凸計画との
類比によってのみ説明される訳ではない. むしろ,
劣モジュラ最適化の分野自体が, 劣モジュラ関数最
小化の効率的な解法の出現を前提として発展して
来た面がある. 特に, グラフ, ネットワーク, マト
ロイドに関する種々の組合せ最適化問題を統合し
た劣モジュラ流問題 [3] に対して多くの解法が発
表されているが, いずれも劣モジュラ関数最小化
の効率的な手続きを呼び出す形を取っている. ま
た, ある種の部分集合族の中で劣モジュラ関数の
最小値を計算する問題に対しても, 劣モジュラ関
数最小化の解法を繰り返し呼び出す形のアルゴリ
ズムが研究されている [8]. さらには, 動的フロー
問題 [10] のように, 劣モジュラ関数最小化問題に
帰着することによって, 多項式時間解法の存在が
示される実用的な組合せ最適化問題もある.

3. 劣モジュラ関数の最大化

劣モジュラ関数の最大化問題も，古くから研究さ
れてきた離散最適化問題である．例えば，最大カッ
ト問題が劣モジュラ関数の最大化に帰着できるこ
とからも明らかなように，一般に劣モジュラ関数
の最大化問題はNP困難である．そこで，劣モジュ
ラ関数の最大化に関しては，近似アルゴリズムの



研究が行われてきた．特に，Nemhauser–Wolsey–
Fisher [19]は，|X| ≤ k を満たす部分集合 X の
うちで，単調劣モジュラ関数 f の値を最大にする
ものを見出す問題に対して，貪欲アルゴリズムの
結果，最適解の 1− 1/e 倍以上の関数値を達成す
る近似解が得られることを示した．
最近では，組合せオークションとの関連で，劣

モジュラ関数の最大化が注目されていて，新たな
成果が続々と発表されている．中でも，単調性を
仮定しない非負劣モジュラ関数の最大化問題に対
する 2/5-近似アルゴリズム [4] やマトロイド制約
の下での単調劣モジュラ関数最大化問題に対する
(1− 1/e)-近似アルゴリズム [23]が興味深い．

4. 劣モジュラ関数の近似
様々な最適化問題に劣モジュラ関数を付加して，

近似アルゴリズム設計の可能性を探る試みも始め
られている [22]. この種の問題設定に対する包括
的なアプローチとして，与えられた劣モジュラ関
数 f を近似する簡単な劣モジュラ関数を, 多項式
回だけの f の関数値評価によって構成することが
考えられる．この問題に対して，最大体積楕円体
の理論を用いたアルゴリズムが得られている [7].
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