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Dynamic mode decomposition (DMD) is a data-driven method for calculating a modal representation of a nonlin-
ear dynamical system, and has been utilized in various fields of science and engineering. In this talk, we introduce
reformulations of DMD, namely probabilistic DMD and Bayesian DMD, with which we can explicitly incorporate
observation noises, conduct posterior inference on DMD-related quantities and consider extensions of DMD in a
systematic way. Furthermore, we introduce two examples of application: Bayesian sparse DMD and mixtures of
probabilistic DMD.

1. 背景

複雑な現象の理解のために何らかの基準でモデルやデータを
複数のモードに分解することは解析の標準的な手法のひとつであ
る．中でも，固有直交分解（proper orthogonal decomposition，
POD）は力学系をエネルギーに基づいたモードに分解する手
法として知られる（[Holmes+ 12]などを参照されたい）．ま
た，データに基づく PODと同様の手順からなる手法として固
有値分解（principal component analysis，PCA）も広く用い
られている（[Jolliffe 02]などを参照）．
動的モード分解（dynamic mode decomposition，DMD）

は非線形ダイナミクスに基づくデータに対するモード分解手
法として注目を集めており，流体解析の分野 [Rowley+ 09,

Schmid 10] で提案されてから，様々な分野で応用されてい
る（[Susuki+ 14, Proctor+ 15, Berger+ 15, Brunton+ 16a,

Kutz+ 16]など）．なお，DMDの流体解析での使用例を知る
ためには [Rowley+ 09, Schmid 10]を，手続きの詳細について
は [Tu+ 14]を，Koopman解析との関係からなる理論的詳細
については [Budĭsić+ 12, Mezić 13, Tu+ 14]を参照されたい．
一般的に用いられているDMDのアルゴリズムをAlgorithm 1

に示す．

Algorithm 1 (Dynamic mode decomposition [Tu+ 14]).

(1) 時系列 {y0, . . . ,ym}から，次のデータ行列を作成する．

Y0 =
[
y0 . . . ym−1

]
, Y1 =

[
y1 . . . ym

]
. (1)

ただし，yi ∈ Cn．

(2) r = rank(Y0)として，特異値分解 Y0 = UrSrV
H
r を計算

する．ただし，Ur ∈ Cn×r，Sr ∈ Cr×r，Vr ∈ Cm×r．

(3) 行列 Ã = UH
r Y1VrS

−1
r の固有値 λ，固有ベクトル w̃ を

計算する．

(4) 固有値 λに対応する動的モード w = λ−1Y1VrS
−1
r w̃ を

計算する．
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Algorithm 1 は，行列 A = Y1Y
†
0 （

† は Moore–Penrose

pseudoinverseを示す）の固有値・固有ベクトルを計算してい
るに過ぎない．行列 A はデータの遷移を線形に「近似した」
ものとして見なせるが，一定条件下において，この線形モデ
リングは非線形力学系から生成されたデータに対しても正当
化できる．その条件は主に，データが力学系の Koopman 作
用素 [Koopman 31, Mezić 05, Mezić 13]に関する不変部分空
間をなす観測関数から生成されているということである．詳
しくは [Tu+ 14, Brunton+ 16b] を参照されたい．エルゴー
ド仮定における DMDの Koopman解析への収束については，
[Arbabi+ 16]が参考になる．
本稿では，DMDに対応する確率モデルを示し（Section 2.），

DMD のベイズ的拡張を提案する（Section 3.） ．また，
確率的／ベイズ的扱いによる応用例として，ベイズ的ス
パース DMD（Section 4.）および混合確率的 DMD（Sec-

tion 5.）を紹介する．DMDとこれらの拡張との関係は，PCA

とその拡張である確率的 PCA [Tipping+ 99a]，ベイズ的
PCA [Bishop 99]，確率的スパース PCA [Guan+ 09]および
混合確率的 PCA [Tipping+ 99b]との関係とよく似ている．

2. 確率的DMD

式 (1) から記法を変更して，行列 Yℓ の j 列目をベクトル
yℓ,j ∈ Cn で表す（ℓ = 0, 1，j = 1, . . . ,m）．このデータベク
トルに対して，次の観測モデルをおく．

y0,j |φ1:k,j ∼ CN

(
k∑

i=1

φi,jwi, σ2I

)
,

y1,j |φ1:k,j ∼ CN

(
k∑

i=1

λiφi,jwi, σ2I

)
.

(2)

ただし，CN (µ, σ2I)は平均 µ，分散 σ2 の複素正規分布であ
る．また，w1:k，λ1:k および σ2 はモデルのパラメタである．
一方，φi,j には次の事前分布を考える．

φi,j ∼ CN (0, 1). (3)
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図 1: A graphical model of Bayesian DMD.

(Y0,Y1)が与えられたときのw1:k および λ1:k の最尤推定量は
total-least-squares DMD (TLS-DMD，[Dawson+ 16]）の出
力と一致する．特に，データにノイズがない場合（σ2 → 0）
には Algorithm 1の出力と一致する．

3. ベイズ的DMD

モデル (2) 中のパラメタについても事前分布を考えること
で，ベイズ的扱いを実現する．まず w1:k について，

wi|v2i,1:n ∼ CN
(
0, diag

(
v2i,1, . . . , v

2
i,n

))
. (4)

さらに v2i,d (d = 1, . . . , n)について，

v2i,d ∼ InvGamma (αv, βv) . (5)

また λ1:k および σ2 について，

λi ∼ CN (0, 1) , σ2 ∼ InvGamma (ασ, βσ) . (6)

以上をグラフィカルモデルで表すと Figure 1 のようになる．
本研究では，ベイズ的 DMD における事後分布推論は Gibbs

samplingによって行った．

Example 1 (観測ノイズのあるデータに対する DMD).

Stuart–Landau方程式：

rt+1 = rt +∆t(µrt − r3t ), θt+1 = θt +∆t(γ − βr2t )

は，r =
√
µにリミットサイクルをもつ．そこで，µ = 1, γ =

1, β = 0,∆t = 0.01, r0 =
√
µ, θ0 = 0において 10,000ステッ

プの数値積分を行い，次の観測関数でデータを生成した（etは
平均ゼロ，分散 10−4 の白色雑音）．

yt =
[
e−2iθt e−iθt 1 eiθt e2iθt

]T
+ et.

DMD（Algorithm 1），TLS-DMD [Dawson+ 16]およびベイ
ズ的 DMD（BDMD）による固有値の推定結果を Figure 2に
示す． ただし，図中の黒線楕円はサンプリング結果の 95%信
用区間を示す．TLS-DMD と BDMD ではともに正しい推定
が得られているが，BDMDによって点推定ではなく事後分布
の推定が得られている．

4. ベイズ的スパースDMD

ベイズ的 DMDの事前分布の一部を変更することで，動的
モードに関してスパース正則化をおいた DMD を実現するこ
とができる．具体的には，事前分布 (4)および (5)を次のよう
に変更する．

wi|v2i,1:n ∼ CN
(
0, σ2 diag

(
v2i,1, . . . , v

2
i,n

))
, (7)

v2i,d ∼ Exponential(γ2
i /2). (8)
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図 2: The estimated eigenvalues. The true eigenvalues lie

on the imaginary axis since the data are periodic.

ただし，γ1:k はハイパーパラメタである．本研究では，このハ
イパーパラメタはモンテカルロ EMの枠組みで推定した．詳
細は [Park+ 08]を参照されたい．

Example 2 (関連度自動決定). ランク落ちした行列A（Fig-

ure 3a）によって，次のようにデータを生成した（et は平均
ゼロ，分散 10−4 の白色雑音）．

yt = A
[
0.9t 0.7t 0 0

]T
+ et.

観測ノイズeの影響により，有効な動的モードの数は自明ではな
い．sparsity-promoting DMD（SP-DMD，[Jovanović+ 14]）
では，lassoによる後処理によって有効なモード数を決定して
いる．Figure 3に，DMD（Algorithm 1），SP-DMD，通常
のベイズ的 DMD（BDMD），スパース正則化ベイズ的 DMD

（BDMD-sp）による行列Aの推定結果を示す．BDMD-spに
よって，二段階の後処理なしに SP-DMDと同様の結果が得ら
れている．

1 2 3 4

(a) ground truth

1 2 3 4

(b) DMD

1 2 3 4

(c) SP-DMD

1 2 3 4

(d) BDMD

1 2 3 4

(e) BDMD-sp

図 3: The true and the estimated dynamic modes in each

column. The filled square denotes a positive value, and the

empty denotes a negative value.

5. 混合確率的DMD

確率モデル (2)を変更することで，DMDを混合モデルに拡
張できる．具体的には，次のようなモデルを考える．

y0,j |φ1:k,j,c, zj = c ∼ CN

(
k∑

i=1

φi,j,cwi,c, σ2
cI

)
,

y1,j |φ1:k,j,c, zj = c ∼ CN

(
k∑

i=1

λi,cφi,j,cwi,c, σ2
cI

)
.

(9)
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ただし，z ∈ {1, . . . , q}は混合要素に対応する潜在変数で，新
たな添字 cは c番目の混合要素を示す．z に対しては新たなパ
ラメタ π1:q（

∑q
c=1 πc = 1）をもって事前分布 p(zj = c) = πc

を考える．本研究では，パラメタw1:k，λ1:k および σ2，なら
びに潜在変数 φ1:k,1:m および z1:m の推定に確定的アニーリン
グ [Ueda+ 98]および EMアルゴリズムを用いた．

Example 3 (軌跡のクラスタリング). Chua回路モデル：

ẋ = 15.6 (y + 0.286x+ 0.2145(|x+ 1| − |x− 1|)) ,

ẏ = x− y + z, ż = −28y

によってデータを生成し，混合確率的 DMD（MPDMD）を
適用した．また，比較として混合確率的 PCA（MPPCA）
[Tipping+ 99b] および k-means++ [Arthur+ 07] も適用し
た．いずれの手法でも混合要素数（MPDMDなら q）は 2に
設定した．その結果を Figure 4に示す．MPDMDによって，
軌跡が異なる挙動をする部分ごとに分けられている．
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図 4: The clustering results (best viewed in color).

6. まとめ

本稿では，動的モード分解（dynamic mode decomposition，
DMD）の拡張として確率的DMDおよびベイズ的DMDを提
案し，それに基づく応用例としてベイズ的スパース DMD お
よび混合確率的 DMD を紹介した．これらの確率的／ベイズ
的扱いによって DMD において観測ノイズを明示的に考慮し
たりパラメタの事後分布推論が行えるほか，DMDの拡張が統
一的枠組みで考えられる．本研究では事後分布推論に Gibbs

samplingを用いたが，大規模データに適用するためにはより
効率的な推論手法が望ましく，今後の課題である．
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[Jovanović+ 14] M. R. Jovanovi’c, P. J. Schmid, and J. W.
Nichols. Sparsity-promoting dynamic mode decomposition.
Physics of Fluids, 26(2):024103, 2014.

[Koopman 31] B. O. Koopman. Hamiltonian systems and trans-
formation in Hilbert space. In Proceedings of the National
Academy of Sciences of the United States of America,
17(5):315–318, 1931.

[Kutz+ 16] J. N. Kutz, X. Fu, and S. L. Brunton. Multiresolu-
tion dynamic mode decomposition. SIAM Journal on Applied
Dynamical Systems, 15(2):713–735, 2016.
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