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We propose a new polynomial regression model called Itemset Factorization Machine (IFM), which is a general-
ization of Higher-order Factorization Machines (HOFMs). IFMs can consider an arbitrary subset of combinations
of features. We also propose an efficient algorithm for evaluating and learning IFMs.

1. はじめに

回帰問題は人工知能・機械学習分野における中心的な問題
の一つである．回帰問題の目標は，特徴ベクトル x と目標変
数 y のペアが観測データとして複数与えられたとき，新たな
xに対して，対応する y を予測することである．一般的に x

から y の予測値を計算する関数を回帰モデルと呼び，この回
帰モデルのパラメータを学習することで予測を達成する．予測
対象が複雑な関係になれば，回帰モデルもより複雑である必要
があるが，複雑なモデルに対するパラメータの学習は非常に困
難である．例えば，予測対象の関係が，xの複数の特徴の組合
せに依存するとき，そのパラメータ数は xの次元に対して指
数的に増加する．そこでより少ないパラメータで，特徴の高次
組合せを考慮した予測を行うことが，複雑な関係を学習するた
めに重要となる．
特徴の高次組合せを考慮可能である回帰モデルとしてHigher-

order Factorization Machine (HOFM) [1] が提案されている．
ℓ 次の HOFM は， k ≤ ℓ 次のすべての特徴の組合せを考慮
可能である．HOFM に対する効率的な学習アルゴリズムが提
案されているが，ℓが大きくなれば考慮すべき値の組合せは指
数的に増加するため，多くの特徴の組合せはデータには現れ
ない．よって全ての組合せを考慮するのは冗長である場合が
ある．
本稿では HOFM を任意の組合せ集合族を考慮できるよう

に拡張した Itemset Factorization Machine (IFM) を提案す
る．HOFM は ℓ 次以下のすべての特徴組合せを考慮するのに
対し，IFM は与えられた特徴組合せ集合のみを考慮する．与
えられる特徴組合せの次数に制限はなく，また，一部の特徴組
合せのみを考慮するため，HOFM よりもより高次な特徴組合
せを効率的に扱うことが可能となる．本稿では IFM を効率的
に評価・学習するアルゴリズムを提案する．提案手法は ZDD

と呼ばれる組合せ集合族を効率的に扱うデータ構造を利用する
ことにより，ZDDに比例する時間で IFM の評価・学習を可
能にする．

2. 準備

2.1 回帰問題
ここではまず，本稿で扱う回帰問題を定義する．x =

(x1, . . . , xd)
T ∈ Rd (d ∈ N) を d 次元の特徴変数ベクトル

とし， y ∈ R を目標変数とする．特徴変数ベクトル x と目
標変数 y には何らかの関係があるとし， x に対応する y を
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y(x) と表す．x と y(x) の実現値を T 組観測したとし， そ
れらを (x(t), y(t)) (t ∈ [T ]) と表す．
回帰問題とは， 観測データ D = {(x(t), y(t)) | t ∈ [T ]} よ

り， x と y の未知の関係を学習することである．観測データ
D より学習した x と y の関係を関数 f : Rd → R で表し，こ
れを回帰モデルと呼ぶ．回帰モデル f(x) の精度を測る基準と
して，損失関数 L : R×R→ R+ を考える．損失関数 L(y, y′)

の元での回帰モデル f(x) の観測データ D に対する経験損失
R(f ;D) は以下である．

R(f ;D) ≡ 1

T

∑
t∈[T ]

L
(
f(x(t)), y(t)

)
(1)

本稿では L は µ-smooth な凸関数とし， L′ を L の導関数と
する．
回帰モデル f(x) は一般的には調節可能なモデルパラメータ

を持ち，そのパラメータを調整することで未知の関係を学習す
る．一般的には上記の経験損失とモデルパラメータの正則化項
の重み付き和を最小化するようにパラメータを最適化すること
で学習を実現する．以降，回帰モデルの例として線形モデルと
Higher-order Factorization Machine について述べ， それら
の最適化の目的関数を示す．

2.2 線形モデル
最も素朴な回帰モデル f(x) として線形モデル fLM(x;w)

が挙げられる．w = (w1, . . . , wd) ∈ Rd を線形モデルのパラ
メータベクトルと呼ぶ．このとき fLM(x;w) は以下の式によ
り y を予測する．

fLM(x;w) ≡ ⟨w,x⟩ =
∑
i∈[d]

wixi (2)

ここで， ⟨w,x⟩ は d 次元ベクトルの内積である．観測データ
D が与えられたとき，線形モデルでは以下の目的関数を最小
化するようにパラメータベクトル w を学習する．

FLM(w;D) ≡ R(fLM(x;w) ;D) +
α

2
∥w∥2 (3)

ここで第二項は正則化項と呼ばれ，α > 0 は正則化の強さ
をコントロールするハイパーパラメータである．線形モデル
fLM(x;w) は各特徴 xi の重み wi を調整することで，回帰モ
デルを学習する．しかし対象とするデータが複雑である場合，
１つの特徴の重みを学習するだけでは x から y を予測するこ
とが不可能な場合がある．
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2.3 Higher-Order Factorization Machine
特徴の組合せ効果を考慮した識別器としてFactorization Ma-

chine (FM) [7, 8] が提案されている．(Second-order) FM で
は，全属性の２つ組 (ペア)に関して重みを導入し，その重み
行列を低ランクの行列で近似することで，効率よく特徴の組合
せ効果を考慮可能にする．
Higher-Order Factorization Machine (HOFM) [1] は FM

をより高次の特徴の組合せを考慮できるように拡張したモデル
である．ℓ ∈ N を HOFM が考慮する特徴組合せの最大次数，
mk ∈ N (k ∈ [ℓ]) をハイパーパラメータ (ランクパラメータ)，

P(k) ∈ Rd×mk をパラメータ行列とする．p(k)i,j を P(k) の i行 j

列目の要素，p
(k)
∗,j と p

(k)
i,∗ をそれぞれ P(k) の i行ベクトル， j

列ベクトルとする．このとき, パラメータ P ≡ {P(k) | k ∈ [ℓ]}
を持つ HOFM fHOFM(x;P)は ANOVA Kernel KA(x,x

′; k)

を用いて以下のように定義される [2]．

fHOFM(x;P) ≡
∑
k∈[ℓ]

∑
j∈[mk]

KA

(
p
(k)
∗,j ,x; k

)
, (4)

KA(p,x; k) ≡
∑

S∈([d]k )

∏
i∈S

pixi, (5)

(
[d]

k

)
≡ {S ⊆ [d] : |S| = k} (6)

ここで ANOVA Kernel は以下を満たす．

KA(p,x; 1) = ⟨p,x⟩ (7)

つまり ANOVA Kernel は通常のベクトルの内積をより高次の
組合せに拡張したものと考えることができる．本来のHOFM [1]

では m1 = 1 であるが，本稿では表記を簡潔にするために上
記のより一般的な定義を用いる．
HOFM fHOFM(x;P) では, データ・セット D に対して以

下の目的関数を最小化するようにパラメータ P を学習する．

FHOFM(P;D) ≡ R(fHOFM(x;P) ;D) +
∑
k∈[ℓ]

αk

2
∥P(k)∥2

(8)

ここで αk > 0 は正則化の強さを調整するハイパーパラメー
タである．
HOFM は k ∈ [ℓ] 次組合せ特徴をすべて考慮した学習が可

能である．しかし，k が大きくなるに連れ，その計算量は増加
するため，より高次な組合せ特徴を扱うためには工夫が必要で
ある．そこで本稿では，すべての k 次組合せ特徴を扱うのでは
なく，特定の組合せ特徴集合のみを考慮したモデルを提案する．
提案手法は，特徴の組合せ集合の族 S(k) ⊆ 2[d] (k ∈ [ℓ]) をハ
イパーパラメータとし， S(k) に含まれる組合せ特徴 S ∈ S(k)

のみを考慮する．また次節で述べる，S(k) を効率よく扱うデー
タ構造である ZDD を用いることで効率的な評価・学習を可能
にする．

2.4 Zero-suppressed Binary Decision Diagram
(ZDD)

本稿では HOFM をより一般的な特徴の組合せを扱えるよ
うに拡張する．ここでは提案手法が用いる組合せ集合族の圧縮
表現である ZDD [5] について述べる．本稿では紙面の都合上，
ZDD の構築法については割愛し，ZDD の満たす性質のみを
述べる．

組合せ集合 S ⊆ [d] をアイテムセットと呼び， 組合せ集
合族 S ⊆ 2[d] をアイテムセット集合と呼ぶ．ZDD は S を
根付き非循環有向グラフ (DAG) により圧縮表現する手法で
ある．∆S = ⟨V, r, E0, E1⟩ を S を表現する ZDD とする．
V = {0, 1, . . . , |N | − 1} は ZDD の頂点集合であり， 0 と 1

を特に 0-terminal, 1-terminalと呼ぶ．b-terminal (b ∈ {0, 1})
は出次数が 0であり，terminal以外の節点の出次数は丁度 2で
ある．terminal以外の節点を内点と呼ぶ．各内点 v ∈ V \{0, 1}
はラベル label(v) ∈ [d] を持つ．Eb ⊆ N × N は有向辺の集
合であり， e ≡ (v, u) ∈ Eb を v の b-edge と呼び， u を v

の b-child と呼ぶ．各内点 v は 0-edge と 1-edge を丁度１本
ずつ持つ．v の b-child を vb と表す．r ∈ V は ∆S の根であ
る．内点 v ∈ V \{0, 1} とその子孫 v′ ∈ V において，本稿で
は一般性を失うことなく v > v′ かつ label(v) < label(v′) と
仮定する．∆S 上で v から u に至る有向パス (辺の集合)の族
を P(v, u) ⊆ 2E0∪E1 とする．このとき S(p) (p ∈ P(r, 1)) と
S(v) を以下のように定める．

S(p) ≡ {label(v) : (v, u) ∈ p ∩ E1}, (9)

S(v) ≡ {S(p) : p ∈ P(v, 1)} (10)

S(p) は有向パス p に含まれる 1-edge の始点のラベル集合で
あり，これは p の表現するアイテムセットである．S(v) は v

から 1-terminal に至るパス p ∈ P(v, 1) が表現するアイテム
セットの集合である．また，定義より以下が成り立つ．

S(v) = {{label(v)} ∪ S : S ∈ S(v1)} ∪ S(v0), (11)

S(r) = S (12)

つまり ∆S は，S を有向パスの集合として表現する．アイテ
ムセット集合 S に対して Si, S−i をそれぞれ以下のように定
める．

Si ≡ {S\{i} : S ∈ S, i ∈ S}, (13)

S−i ≡ {S : S ∈ S, i ̸∈ S} (14)

よって i = label(v) とすれば S(v), S(v0), S(v1) の間には以下
が成り立つ．

S(v1) = Si(v), (15)

S(v0) = S−i(v) (16)

つまり ZDD は S を上式に従い再帰的に分解し，同型の部分
グラフを共有することで S を効率的に表現する．

3. 提案手法

HOFM fHOFM(x; P) は特徴の高次組合せを考慮できるが，
次数 ℓ が大きくなると効率的に学習することが困難である．
そこで本稿では，全ての高次特徴組合せではなく，与えられ
た特定の特徴組合せのみを考慮する，Itemset Factorization

Machine (IFM) を提案する．

3.1 Itemset Factorization Machine (IFM)

アイテムセット集合 S ⊆ 2[d] が与えられたとき，Itemset

Kernel KI(x,x
′; S) を以下のように定義する．

KI(p,x; S) ≡
∑
S∈S

∏
i∈S

pixi (17)
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ただし KI(p,x; {}) = 1 とする．Itemset Kernel と ANOVA

Kernel の間には以下の関係が成り立つ．

KI

(
p,x;

(
[d]

k

))
= KA(p,x; k) (18)

つまり Itemset Kernel は ANOVA Kernel の任意の組合せ集
合への一般化である．
アイテムセット集合の族 S ≡ {S(k) ⊆ 2[d] | k ∈ [ℓ]} が与え

られたとき， パラメータ P を持つ IFM fIFM(x;S,P) を以
下のように定義する．

fIFM(x;S,P) ≡
∑
k∈[ℓ]

∑
j∈[mk]

KI

(
p
(k)
∗,j ,x; S

(k)
)

(19)

IFM は HOFM の ANOVA Kernel を Itemset Kernel に置
き換えたものである．つまり IFM は HOFM の任意の組合せ
集合族を扱えるように拡張したモデルである．
fIFM(x; P) では, 観測データ D とアイテムセット集合族 S

に対して以下の目的関数を最小化するようにパラメータ P を
学習する．

FIFM(P;S, D) ≡ R(fIFM(x;S,P) ;D) +
∑
k∈[ℓ]

αk

2
∥P(k)∥2

(20)

3.2 IFM の評価
アイテムセット集合 S ⊆ 2[d] のサイズは一般的に O(2d) で

あるため，Itemset Kernel KI(x,x
′; S) を式 (17)に従って評

価した場合，その計算量は O(2d) である．つまり IFM の評
価も一般的には指数的な時間が必要となる．本稿では，S を表
現する ZDD ∆S を用いて効率よく KI(p,x; S) を評価する手
法を提案する．
KI(p,x; S) は式 (13)(14) の Si,S−i を用いて以下のように

分解可能である．

KI(p,x; S) = pixiKI(p,x; Si) +KI(p,x; S−i) (21)

よって KI(p,x; S) は上記の分解を繰り返すことで計算可能で
ある．式 (10)(16)(15) を上記の分解に適用するれば，∆S を
用いて KI(p,x; S) を評価可能である．∆S が与えられたとき，
v ∈ V に対して Fv と Bv をそれぞれ以下のように定める．

Fv =


1 v = r∑
(u,v)∈E1

pjxjFu otherwise (22)

Bv =


0 v = 0

1 v = 1

pixiBv1 +Bv0 otherwise

(23)

ここで i = label(v) , j = label(u) である．Fv と Bv をそ
れぞれ v の Forward Weight, Backward Weight と呼ぶ．こ
のとき F1 = Br = KI(p,x; S) が成り立つ．よって Bv を
v = 0, 1, . . . , r まで順に計算することで KI(p,x; S) を計算可
能であり，その計算量は ∆S のサイズに比例する．つまり IFM

fIFM(x;S,P) の評価は, ∆S(k) (k ∈ [ℓ]) のサイズに比例する
時間で計算可能である．

3.3 IFM の学習
HOFM の学習では式 (8)を最小化する．しかし，この関数

は一般的には非凸関数であり，直接最小化することは困難であ
る．式 (8) の局所解を発見する手法として，HOFM に対する
Coordinate Decent (CD) 法が提案されている [1]．本稿では，
これを式 (20) で定義される IFM の目的関数に適用すること
で， IFM に対する CD 法を構成する．IFM に対する CD 法
は，以下の更新式により各パラメータを逐次的に更新する．

p
(k)
i,j ← p

(k)
i,j − (η

(k)
i,j )

−1 ∂

∂p
(k)
i,j

FIFM(P;S, D) (24)

ここで η
(k)
i,j は以下である．

η
(k)
i,j =

µ

T

∑
t∈[T ]

∂ŷ(t)

∂p
(k)
i,j

+ αk (25)

ŷ(t) = fIFM

(
x(t);S,P

)
(26)

また FIFM(P;S, D) の p
(t)
i,j に関する偏微分は以下のように計

算できる．

∂

∂p
(k)
i,j

FIFM(P;S, D) =
∑
t∈[T ]

L′(y(t), ŷ(t))
∂ŷ(t)

∂p
(k)
i,j

+ αkp
(k)
i,j

(27)

∂ŷ(t)

∂p
(k)
i,j

=
∂

∂p
(k)
i,j

KI

(
p
(k)
∗,j ,x

(t); S(k)
)

(28)

よって Itemset Kernel の偏微分が評価できれば，CD 法を実
行できる．
式 (21) の両辺を pi で偏微分すると以下を得る．

∂

∂pi
KI(p,x; S) = xiKI(p,x; Si) (29)

ここで KI(p,x; Si) は 式 (22)(23)で定義される Fv と Bv を
用いて，以下のように計算できる．

KI(p,x; Si) =
∑

(v,u)∈E1:label(v)=i

FvBu (30)

よって式 (29)は ∆S(k) のサイズに比例する時間で評価可能で
ある．
これらのアルゴリズムは BDD/ZDD を用いた確率計算・学

習アルゴリズム [3, 4]の Itemset Kernel への適用である．

3.4 スパースデータに対する IFM の効率化
x(t) がスパースであるとき，IFM の評価と学習はより効率

的に実行可能である．support
(
x(t)

)
= {i ∈ [d] : x

(t)
i ̸= 0} と

する．|support
(
x(t)

)
| ≪ d であるとき， x(t) はスパースで

あるという．式 (23) で定義される Bv において， label(v) = i

かつ xi = 0 であるとき，Bv = Bv0 が成り立つ．よって Bv1

を評価する必要はない．このような冗長な計算を回避するた
め，S(t,k) を以下のように定義する．

S(t,k) ≡
{
S ∈ S(k) : S ⊆ support

(
x(t)
)}

(31)

S(t,k) は S(k) のうち support
(
x(t)
)
に含まれるアイテムのみで

構成されたアイテムセットの集合であり，一般的に S(k) ≤ S(t,k)
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である．また，S(k) と S(t,k) の間には以下の関係が成り立つ．

KI

(
p,x(t); S(k)

)
= KI

(
p,x(t); S(t,k)

)
(32)

|support
(
x(t)

)
| ≪ d であるとき， ∆S(t,k) は ∆S(k) と比べ

て非常に小さくなることが期待される．よって S(t,k) を事前に
構築することで，IFMの評価・学習の計算量の削減が期待で
きる．∆S(k) が与えられているとき，∆S(t,k) の構築は，ZDD

がサポートしている演算を利用することで効率的に構築可能で
ある [5]．

3.5 S の決定
IFM は与えられた組合せ集合の族 S に含まれる特徴組合せ

を考慮した回帰モデルの学習を可能にする．観測データ D か
ら適切な S を選択することは IFM の重要な課題である．本
稿では D から S を構成する方法の一例として頻出パターン
マイニングを用いる方法を述べる．また，特徴間の関係がグラ
フ構造として与えられるとき，それを利用して S を構成する
方法も述べる．

3.5.1 Frequent Pattern Mining for IFM

x(t)がスパースであるとき， S を D から自動的に構成する
方法として Frequent Pattern Mining (FPM) を用いる方法が
考えられる．アイテムセット S ⊆ [d] に対して support(S;D)

を以下のように定義する．

support(S;D) ≡ |{t ∈ [T ] : S ⊆ support
(
x(t)
)
}| (33)

閾値 σ ∈ N が与えられたとき， 以下を Frequent Pattern と
呼ぶ．

FP(σ;D) = {S ⊆ [n]; support(S;D) > σ} (34)

FP(σ;D) を S(k) として採用すれば，観測データ D に含ま
れる頻出の特徴組合せを考慮した回帰モデルの学習が可能に
なる．FPM を高速に行う手法として LCM [9] が知られてお
り， FP(σ;D) をそのサイズに比例する時間で出力可能であ
る．また FP(σ;D) を表現する ZDD を直接出力する LCM

over ZDD [6] が提案されており，これを用いることで効率的
に ∆S(k) を構成可能である．

3.5.2 Structural Information for IFM

構造正則化で利用される特徴の関係を表現したグラフを用い
て S を構成可能である．例えば無向グラフ G = ⟨[d], E⟩ が事
前知識として与えられたとする．G における辺 (i, j) ∈ E ⊆
[d]× [d] は特徴 xi と xj に何らかの類似関係があることを意
味する．このようなグラフ構造 G が与えられたとき，G中の
特定の性質を満たす部分グラフを求め，そのノード集合族を
S(k) とすることで，事前知識を反映した S を構成できる．例
えば S(k) を G に含まれる極大クリークの集合とすれば，関連
度の高い特徴の組合せを考慮する事が可能である．G 中の特定
の性質を満たす部分グラフを列挙する手法としてフロンティア
法が知られている [10]．フロンティア法は，G中の特定の部分
集合の族を表現する ZDD を G の構造を利用して Top-Down

に構築する手法である．多くのフロンティア法は，部分グラフ
を辺の部分集合として表現するが，それらを頂点の集合に変換
することで IFM に適用可能となる．また，幾つかの問題にお
いては部分グラフを頂点の部分集合として表現するほうが効
率的であることが知られており，これらの部分グラフに関して
は，その出力 ZDD を直接 IFM の入力として利用することが
可能である．

4. おわりに

本稿では HOFM を任意の特徴の組合せを考慮できるよう
に拡張した IFM を提案した．IFM はアイテムセット集合族
S をハイパーパラメータとし，S に含まれる特徴の組合せを
考慮した回帰モデルの学習を可能にする．また，S(k) ∈ S を
表現する ZDD を用いた IFM の効率的な評価・学習アルゴリ
ズムを提案した．IFM の評価と学習は ZDD のサイズに比例
する時間で実行可能である．また，観測データがスパースであ
るときに，IFM の評価・学習を効率的に行う方法についても
述べた．IFM では S をハイパーパラメータとするが，これを
構成する方法についても述べた．
今後の課題は，本稿で提案した IFM や S の構成方法を実

データに適用し， HOFM とその識別精度を比較する．IFM

は，学習によって得られたパラメータから，回帰に大きく寄与
する特徴の組合せを計算可能である．実データに対し，このよ
うな特徴組合せを計算することで，解釈可能な回帰が行えてい
るかも確認したい．
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