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We propose a K-sparse exhaustive search (ES-K) method and a K-sparse approximate exhaustive search method
(AES-K) in which the optimal combination of explanatory variables is assumed to be K-sparse and the K-sparse
combinations are exhaustively searched for sparse variable selection in linear regression. The density of states
is thereby obtained and the solutions obtained by various approximate methods for sparse variable selection can
be mapped to the obtained density of states. The ES-K method enables integration of previous sparse variable
selection methods such as relaxation and sampling and evaluation of all approximate methods. In addition, for the
problem of combinatorial explosion of the explanatory variables, the AES-K method enables effective reconstruction
of the density of states by using the replica exchange Monte Carlo method and the multi-histogram method. In
this study, we applyed the ES-K and AES-K methods to type Ia supernova data.

1. はじめに
変数選択を行うナイーブな手法は，その変数を使うか使わ

ないかの全状態を網羅的に探索し，変数選択を行うことであ
るが [Ichikawa 14, Nagata 15]，この厳密なアルゴリズムの計
算量は入力次元N の指数オーダーとなってしまう [Cover 77].

これまで，指数オーダーの計算量を下げるために，スパース
変数選択の問題を別の問題に変換して計算量を下げようとす
る，LASSO[Tibshirani 96]などの緩和法的な近似的アプロー
チや，マルコフ連鎖モンテカルロ (MCMC)法や交換モンテカ
ルロ (REMC)法などのサンプリング手法による，サンプリン
グアプローチがとられてきた [George 93, Kim 06]. しかし，
前者は，本来解くべき問題を別の問題に変換しているので，正
しい解を求めている保証はない．また，後者は，指数オーダー
の個数の状態の全貌を観察するという，サンプリング手法の優
れた特性を利用していない．
そこで，最適な説明変数の組合せがK-スパースであると仮

定し，その説明変数の組合せについて網羅的に探索するK-ス
パース全状態探索 (ES-K)法を行う．本研究では，線形回帰の
重みの事前分布として一様分布 [五十嵐ら 16]ではなく，デー
タを用いて最適化を行い，解析的に各説明変数の組み合わせに
ついてベイズ自由エネルギーを網羅的に求め，その状態密度
を導出する．スパース変数選択の近似手法で得られた解をマッ
ピングすることにより，近似的手法を評価する枠組みを提案す
る．本研究では，具体的に天文データへの適用結果について
示す．
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2. 手法
2.1 全状態探索 (Exhaustive-Search, ES)法
本研究では，まず線形回帰問題における全状態探索

(Exhaustive-Search, ES)法の導入を行う．目的変数 yµ が N

個の説明変数 xµ = (xµ1, xµ2, . . . , xµN )T によって生成され，
その線形計測によって観測されていると仮定する．p個のデー
タセット，y = (y1, y2, . . . , yp)

T 及び X = (x1,x2, . . . ,xp)
T,

が与えられているとき，我々は y = 1β0+Xβと書くことがで
きる．ここで 1 は p次元のすべての要素が 1のベクトル，β0

は切片をそれぞれ表し，β = (β1,β2, . . . ,βN )T は，Xの係数
ベクトルを表す. また，本研究では各サンプルの観測ノイズの
分散 σ2

µ (µ = 1, . . . , p)が与えられているとする．p ≥ N の場
合は，最小二乗法で β を決定できるが，p < N であれば，解
は一意に定まらず不定問題になる．本研究では，このような場
合の線形問題を取り扱う．

ES法において，変数の数がN の場合，βiが 0かそれ以外か
の，2N −1 = NC1+NC2+ · · ·+NCK · · ·+NCN 個の全状態
を網羅的に探索し，変数選択を行う [Ichikawa 14, Nagata 15,

Igarashi 16]. これはスパース変数選択の厳密なアルゴリズム
であるが，この計算量は入力次元 N の指数オーダーである
[Cover 77]．

2N −1通りの説明変数の全組合せを表すベクトルとして，以
下で定義するインディケーター c = (c1, c2, . . . , cN ) ∈ {0, 1}N .

を用いて定式化を行う．ここで，i番目の説明変数が含まれる
と ci = 1，含まれないと ci = 0 となる．このインディケー
ター cを用いて，線形回帰問題を次のように定式化できる．

y = 1β0 +X(c ◦ β), (1)

ここで ◦ はアダマール積であり，(c ◦ β)i = ciβi となる．こ
の定式化はスパース線形回帰問題の本質をより明確に抽出でき
ており，モデル化や予測によって最も良い説明変数の組み合わ
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せ cは，自由エネルギー (FE)や交差検証誤差 (CVE)の最小
化によって探索される．
2.1.1 自由エネルギー

FEは，ベイズ推論の枠組みによってモデル選択するための
指標である．スパース線形回帰においては，FEは解析的に計
算でき，その最小化も可能である．まず，線形回帰における
FEを導出する．ガウスノイズ ϵが各観測データに付加してい
ると仮定すると，線形回帰の問題は，次のように定式化できる，
y = 1β0 +X(c ◦β) + ϵ. 説明変数の組み合わせ cを選択する
ために，事後確率 P (c|y) の最も高い組み合わせを最適である
と考える．ベイズの定理より，事後確率は各説明変数の事前確
率が一定であるとすると，P (c|y) = P (y|c)P (c)

P (y) ∝ P (y|c) と
なる．したがって，事後確率が次に定義される周辺尤度と比例
することがわかる，P (y|c) =

∫
P (y|β, c)P (β|c)dβ. 負の対

数尤度が FE と呼ばれ，FE(c) ≡ − logP (y|c), と定義され，
FEの最小化が事後確率最大化に対応する．説明変数の組み合
わせ cを決めると，β0 と βの事前分布が次のように導入する．
P (β0) = const., P (βi|ci = 1) = 1√

2πs2
exp(

β2
i

2s2
), P (βi|ci =

0) = δ(βi) (i = 1, 2, . . . , N), として ci = 1 のとき，説明変
数として用いる i 番目の変数の係数 βi の事前分布に平均 0，
分散 s のガウス分布を仮定する．また，尤度は P (y|β, c) =

1
det(2πΣ)1/2

exp
(
− 1

2∆
TΣ−1∆

)
, と与えられる．ここで，∆ =

[y − {1β0 +X(c ◦ β)}]とした．また，ノイズの共分散 Σii =

σ2
i (i = 1, . . . , p) and Σij = 0 (i ̸= j)を既知とし，とすると，
自由エネルギーは，次のように計算することできる．

FE(c) =
p
2
log(2π) +

1
2
log det(Σ2) +K log s

+
1
2
y−1Σ−2y − 1

2
µTΛµ− 1

2
det(Λ) (2)

また，Λ = (XT
I Σ

−2XI+ 1
s2
I)−1，µ = ΛXT

I Σ
−2y とし，XI

を ci = 1 となる X の行をもつ行列とした．ES 法において，
N 個の説明変数 c の全組合せ 2N − 1 通りについて網羅的に
FEを導出し，最小化することによって，最適な説明変数の組
み合わせ cを導出する．
2.1.2 事前分布の推定
事前分布 P (βi|ci = 1)における分散 sの推定を行う．z = s2

とすると，自由エネルギーの z による微分は， ∂FE(c,z)
∂z =

−K
2z + 1

2µ
Tµ + 1

2Tr(Λ)となり，
∂FE(c,z)

∂z = 0として固有値
法と用いると，次のセルフコンシステント方程式が得られる．

z = K

(
µTµ+

K∑

k=1

1
bk + z

)−1

(3)

ここで bk は，µTΛ−1µの固有値を表す．式 (3)を反復して解
くことにより，事前分布 P (βi|ci = 1)における分散 s(=

√
z)

の推定を行うことができる．
2.1.3 交差検証誤差 (Cross validation error, CVE)

説明変数の組み合わせの評価は，予測誤差の観点から CVE

を用いても行うことができる．ここではM -fold CVについて
説明する．まず，ランダムに p個のデータのインデックスをM

個に分ける：B1, . . . , BM . 次に，それぞれのm (= 1, . . . ,M)

に対して，トレーニングデータとして yµ(µ ̸∈ Bm) を用いて
係数 β̂m を推定する．最後に，評価データ yµ (µ ∈ Bm) を
用いて CVE(c) = 1

M

∑M
m=1 CVEm(c) を評価する．ここで，

CVEm(c) =
∑

µ∈Bm
(yµ−ŷµ)2/σ2

µ∑
µ∈Bm

1/σ2
µ

，ŷµ = xT
µ (c ◦ β̂m)である.

2.2 K-スパース全状態探索 (ES-K)法
ES 法は，説明変数の次元 N に対して，指数関数的に計算

量 O(eN ) となり，説明変数の次元 N が多い場合には，組合
せ爆発が生じて全状態探索を行うことが困難になる．そこで，
最適な説明変数の組合せがK スパース，すなわち非ゼロ要素
の数がK 個であると仮定して，その説明変数の組合せを網羅
的に探索し，FE や CVE を計算することによって K-スパー
スな説明変数の組み合わせを評価する，K-スパース全状態探
索 (ES-K)法を提案する [五十嵐ら 16] ．

2.3 近似的全状態探索 (Approximate Exhaustive
Search, AES)法

前節のK-スパース全状態探索法でも，次元N が大きな場合
は次元数Kに対してO(NCK)の膨大な計算量が必要となる．そ
こで本研究では，マルコフ連鎖モンテカルロ法 [Metropolis 53]

の一種である交換モンテカルロ法 (REMC) [Hukushima 96]

に着目し，次元数 K を固定した場合の BIC，CVEの最小解
を効率的に導出 [George 93, Kim 06] するだけでなく，それ
ぞれの状態密度をマルチヒストグラム法 [Ferrenberg 89] に
よって再構成する．本手法を，K-スパース近似的全状態探索
(Approximate Exhaustive Search-K, AES-K)法と呼ぶ．
2.3.1 交換モンテカルロ法
交換モンテカルロ法の目的は，ボルツマン分布，Pω(c|Tω) =

1
Zω

exp
(
−E(c)

Tω

)
，から FEやCVEによって記述されるエネル

ギー E をもつ説明変数の組み合わせ c を効率的にサンプリン
グすることである．ここで，Tω > 0は温度パラメータであり，
Zω は規格化因子である．交換モンテカルロ法において，我々
はいくつかの温度 0 < T1 < · · · < Tω < · · · < TΩ をもつボル
ツマン分布 Pω のレプリカを準備する．交換モンテカルロ法は，
次の同時確率分布から説明変数の組み合わせ c のサンプリン
グするために用いられる．P (c1, ..., cΩ) =

∏Ω
ω=1 Pω(cω|Tω).

具体的には，以下の 2種類の状態遷移を交互に行うことによっ
てサンプリングされる．

1. 各温度において，メトロポリス法 [Metropolis 53]によっ
て Pω(c|Tω) からのサンプリングを並列に行う．説明変数
の数はK個に固定してサンプリングする [Nakanishi 16].

2. サンプル cω と cω+1 を確率 min{1, r′} で交換する．こ
こで r′ は以下のように与えられる．

r′ =
Pω(cω+1|Tω)Pω+1(cω|Tω+1)
Pω(cω|Tω)Pω+1(cω+1|Tω+1)

= exp {(1/Tω+1 − 1/Tω)[E(cω+1)− E(cω)]} .(4)

これらの二つのステップを十分に反復して，説明変数の組み
合わせ c の分布が同時確率分布

∏Ω
ω=1 Pω(cω|Tω)に収束する．

以上のような温度交換を伴うアルゴリズムにより，サンプリン
グの緩和を促進するだけでなく，局所安定状態から脱却しやす
くなるという特徴がある．
2.3.2 マルチヒストグラム法
マルチヒストグラム法 [Ferrenberg 89]では，交換モンテカ

ルロ法によって得られた各温度のサンプルを組合せることに
よって，FEや CVEの全状態密度を近似的に求めることがで
きる．交換モンテカルロ法により，各温度 Tω ごとにエネル
ギーEをとる状態がHω(E)個のヒストグラムとして得られた
とすると，状態密度 g(E) は g(E) =

∑Ω
ω=1 Hω(E)

∑Ω
ω=1 nω exp (fω−E/Tω)

,

によって与えられる．ここで nω は温度 Tω における総サン
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図 1: 天文データに対する ES-1,2,3法の状態密度．各データの横軸，縦軸は，それぞれ CVEと BICの状態密度の常用対数を表
し，中央の図は CVEと BICの 2次元状態密度の常用対数を表す．[·]，{·}で囲まれた文字は，それぞれ ES-K 法と λ-スキャン法
で得られた説明変数を表す．

プル数であり，fω は自由エネルギーと呼ばれる．また，fω =

− log
∑

E g(E) exp (−E/Tω).となる．この二式を交互に繰り
返し解くことによって全状態密度 g(E)を近似的に再構成する
ことができる．

2.4 LASSO
βが十分にスパースであるとき，緩和アプローチの代表的な

手法の一つである L1 正則化による LASSO(Least Absolute

Shrinkage and Selection Operator)が線形回帰におけるスパー
ス変数選択にうまく働くことが知られている [Tibshirani 96]．
LASSOによって得られた解を ES法による解と比較する事を
考える．L1正則化による LASSO回帰では，最適な説明変数
の係数 β̂ が，以下のように β の L1ノルムを正則化項として
含めた関数を最小化するように決定される．

β̂(λ) = argmin
β

{
1
2
(y −Xβ)TΣ−1(y −Xβ) + λ||β||1

}
, (5)

ここで | · |1は L1-ノルムと呼ばれ，∥β∥1 =
∑

i |βi|と定義され
る．また，係数 λは正則化パラメータと呼ばれる．LASSOに
よって得られている解を評価しやすくするため，λが与えられ
ている元での LASSOによって選ばれた説明変数の組み合わせ
を，インディケーター cを用いて，c(λ): ci(λ) = 1 β̂i(λ) ̸= 0

とする．このとき，正則化パラメータ λ の決め方について二
つの方法を次に説明する．
2.4.1 λ-最適化法
一般的には，正則化パラメータ λ は，CVEを用いて最適化

される．本研究では，Subsubsection 2.1.3を CVEとして用
いた．λの最適化に際しては，CVE(λ)の最小にする λmin が
あるが，選ばれる変数の数が多くなる傾向があるため，ヒュー
リスティックな方法として”one-standard-error rule”(1SE)が
ある．この方法は，λmin から標準偏差分だけ CVEが大きい
モデルは許容し，その中で最大の正則化パラメータ λ1SE を，
最適なパラメータとして決めることで，よりスパースな 変数
を抽出することができる．
2.4.2 λ-スキャン法

λ-スキャン法は ES法に着想を得ている. λを最適化する代
わりに，λ-スキャン法では λの値によらず LASSOが与える説
明変数の組み合わせ c(λ)を網羅的に探索する手法である．我々

は，すべての c(λ)に対して FEやCVEを計算し，どの説明変
数の組み合わせが最適化を評価する．FE(c(λ)) や CVE(c(λ))

は ES法と同様に計算する．LASSOは，ES法で探索する，説
明変数の組み合わせを削減させる役割となっている．

3. 実データとその解析結果
本章では，ES-K法，AES-K法によるスパース解の網羅的探

索法を，Berkeley Supernova Database から得た Ia型超新星
の極大等級の説明変数抽出に適用する [Silverman 12]．データ
サンプルとして，p = 78個の天体について考える [Uemura 15]．
説明変数として，光度曲線の幅 (x1)，色 (c)，3500−8500Åの総
フラックスで規格化したスペクトル (134個の説明変数)，連続光
レベルで規格化したスペクトル (134個の説明変数)，先行研究
で提案されてきたフラックス比 (6個の説明変数)[Silverman 12]

の計 N = 276個を用いた．

3.1 Results of ES-K and AES-K methods
まず，天文データにおける ES-1,2,3法の状態密度を図 1に

示す．交差検証ではM = 10として 10分割交差検証を行った．
まず，K = 1の場合，最も FE及び CVEが低い変数は (c)と
なった．次に，K = 2の場合，従来から慣用的に用いられて
いる変数の組み合わせ，光度曲線の幅 (x1)と色 (c)をもつ解
の組合せによる FEと CVEが 2変数の組合せの中で低いこと
が示された．K = 3において，光度曲線の幅 (x1)と色 (c)を
もつ解の組合せが，他の変数の組合せに比べて BIC，CVEと
もに小さくなる傾向にあり，この 2変数を中心にして上位のモ
デルがクラスターを形成していることが確認された (図 1(c))．
これまで，ES-1,2,3法の結果について述べた．FEやCVEが

最も低くなる説明変数の次元数を求めるため，K = 1, 2, . . . , 7

までの説明変数の次元数に対して，FE及び CVEの最小値を
求め，各次元での最小値を比べた (図 2)．K = 1, 2, 3, 4まで
ES-K 法により計算し，計算量の多い K = 4, 5, 6, 7について
は交換モンテカルロ法による AES-K 法を適用し，サンプリ
ング数は 100, 000とした．K = 1, . . . , 4について ES-K 法を
行った結果とAES-K 法との結果が一致することを確認してい
る．この結果，次元数に対して，CVEは単調減少し，K = 7

のときに最小となった．また，FEは K = 6のときに最小と
なった．この結果から，データから非ゼロ要素の個数K を推
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図 2: 天文データにおける説明変数の次元数K に対する BIC，
CVE の最小値．K = 1, 2, . . . , 4 まで ES-K 法，K = 5, 6, 7

については AES-K 法を適用した．

定しようとすると，ES-K 法では，天文学において慣用的に用
いられてきた K = 2の説明変数の組み合わせではない組み合
わせが抽出されることがわかる．FEについては説明変数の係
数に対する事前分布 P (βi|ci = 1)を一様と仮定した先行研究
に比べて [五十嵐ら 16]，事前分布をガウス分布として最適化
した場合，次元数が大きくなることにより FEが大きくなるた
め，よりスパースな説明変数の選択を行えることを確認した．
ただ，その場合においても，先行研究 [五十嵐ら 16]と同様に，
K ≥ 2の説明変数の組み合わせが抽出されることがわかる．

3.2 LASSO解の評価
この章では，実データ解析に用いた LASSO 解の評価を行

う．先行研究では，1SEルールによる λ-最適化法を用いるこ
とで，6 つの説明変数が抽出され，天文学において慣用的に
用いられている説明変数の組み合わせとは違った組み合わせ
が抽出されることが報告されている [Uemura 15]. 我々は λ-

スキャン法を同じ実データに対して適用した．ES-K 法と λ-

スキャン法を比較するために，すべての c(λ)を，それぞれK

個の非ゼロ要素をもつグループにクラス分けし，各グループ
内で最小の FE，CVEをそれぞれ FE(c(λK))，CVE(c(λK))

と記述し，図 2に K = 1, 2, . . . , 7までプロットした．その結
果，K ≥ 2において ES-K 法は，図. 2で示すように，FEや
CVEどちらにおいても λ-スキャン法に比べて性能が優れてい
た．このことから，LASSOは，ES-K や AES-K 法で得られ
る最小の FEや CVEをもつ K-スパースな説明変数を抽出す
ることが出来ていないことが分かる．特に，図 1(a)-(c) のよ
うに，LASSOで得られた解を ES-K 法で得られた状態密度に
マッピングすると，K = 2では，天文学において重要だと考
えられている説明変数の組み合わせ {x1, c}が ES-K 法では抽
出されているが LASSOでは抽出されていないことが分かる．
このように，様々な解法によって得られた解の関係を理解する
のに，FEや CVEの状態密度を知ることが重要である．また，
ES-K 法はスパース変数選択において LASSOよりも有効であ
ることが分かる．

4. 議論とまとめ
本研究では，ES法とAES法を線形回帰問題のスパース変数

選択に用いて，全状態を網羅的に探索する ES-K 法と AES-K

法を行う枠組みを提案した．この枠組みは，Nagataらと同様
に，スパース変数選択の緩和アプローチとサンプリングアプ

ローチを統合することが可能であり [Nagata 15, Igarashi 16]，
すべての近似的手法を評価できる．提案手法を，Ia型超新星の
極大等級データ [Silverman 12, Uemura 15]に適用した結果，
先行研究 [Uemura 15]とは，異なる結果が得られた．先行研
究では CVEを評価することで，a型超新星の極大等級データ
の説明変数 (x1, c)であると結論している．しかしながら，我々
の手法では，CVEだけでなく BICにおいても，(x1, c)の組み
合わせより，性能の高い組み合わせが存在した．これは先行研
究で用いられた近似的探索手法が不完全であること意味する．
今後は，今回の実データ解析で得られた結果が，どのような

データ構造によって得られたかを議論するために，実データの
生成モデルを考え，ここから人工的に生成した仮想データに同様
の手法を適用して解析する．この枠組みをVMA(Virtual Mea-

surement and Analysis, 仮想計測解析)と呼び [五十嵐ら 16]，
実データ解析の結果と比較することにより，実データ解析の結
果を間接的に評価を行う．
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