
逐次的自然方策勾配推定のための適応的学習率
An adaptive step size for incremental natural policy gradient estimation

and stability analysis

岩城 諒 ∗1

Ryo Iwaki

横山 裕樹 ∗2

Hiroki Yokoyama

浅田 稔 ∗1

Minoru Asada

∗1大阪大学大学院 工学研究科
Graduate School of Engineering, Osaka University

∗2玉川大学工学部 脳科学研究所
Brain Science Institute, Tamagawa University

The step size is one of the crucial factors in incremental learning algorithms. The performance of the natural
policy gradient (NPG) estimation is also affected dramaticaly. In this paper, we propose to apply online importance
weight aware update to incremental NPG estimation. We also theoretically show the instability of conventional
method and the stability of proposed method. We confirm the usefulness of the proposed method in the classical
benchmark.

1. はじめに

自然方策勾配法 [Kakade 01] は強化学習手法の一つであり，
自然勾配 [Amari 98] を利用することで，収益を局所的に最大
化する方策パラメータを，プラトーを回避しながら探索でき
る．深層学習を利用する大規模な問題においても，自然方策
勾配法は有用である [Duan 16]．一方，自然勾配を逐次的かつ
パラメータの次元に線形な計算量とメモリで推定するために，
様々な学習則が提案されてきた [Morimura 05, Bhatnagar 09,

Degris 12, Thomas 14]が，自然方策勾配の推定は大量の学習
サンプルを必要とし，さらに学習率などのメタパラメータに非
常に敏感である．これらの収束の遅さと数値的な不安定性が，
自然方策勾配の逐次推定を大規模な問題に適用することを困難
にしている．
本研究では，Online Importance Weight Aware Update

[Karampatziakis 11] と呼ばれる適応的学習率を，自然方策勾
配の推定に適用する．さらに，従来法と提案法を理論解析し，
学習の安定性について議論する．古典的なベンチマーク課題に
おいて，提案法の頑健さを示す．

2. 自然方策勾配法

マルコフ決定過程 (Markov Decision Process, MDP)におけ
る局所最適方策を獲得する問題を扱う．MDPは (S,A,P,R, π)

の組によって特定される．S,Aをそれぞれ可能な状態と行動
の集合とする．離散時刻 t ∈ N≥0 において，エージェントは
環境の状態 st ∈ S を観測し，行動 at ∈ A を選択する．環
境の状態は，状態遷移確率 P に従って次状態 st+1 に遷移す
る．エージェントは，有界な報酬関数Rに従って環境から報酬
rt ∈ Rを得る．エージェントの意思決定は，パラメータ θ ∈ Rd

で表現される確率的方策 π(a|s;θ) ≜ Pr (at = a|st = s,θ)

に従う．方策 π(a|s;θ)は，全ての状態 sと行動 aにおいて，
パラメータ θ について微分可能であるとする．状態価値関数
V π(s) ≜ E

θ

[∑∞
t=0 γ

trt
∣∣s0 = s

]
は，方策 πθ のもとである

状態 s に期待される割引収益である．同様に，行動価値関数
Qπ(s,a) ≜ E

θ

[∑∞
t=0 γ

trt
∣∣s0 = s,a0 = a

]
は，ある状態 sに

おいて行動 aをとり，その後方策 πθ に従った場合に期待され
る割引収益である．ただし，γ ∈ [0, 1] は割引率であり，E

θ
[·]
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は方策 πθ のもとでの期待値を表す．エージェントの目的は，

平均報酬 J(θ) ≜ limT→∞
1
T
E
θ

[∑T
t=0 rt

]
を極大化する局所最

適な方策パラメータ θ∗ を獲得することである．
方策のスコア関数 (適格度) を基底とする線形関数近似器

fw(s,a) を次のように定義する:

fw(s,a) ≜ w⊤ψ = w⊤∇θ lnπ(a|s;θ).

ただし， |w| = |θ| である．b(s) を状態依存の任意な関数と
して，以下の方程式が成立するとする [Sutton 99]:

E
θ
[(Qπ(s,a)− b(s)− fw(s,a))∇wfw(s,a)] = 0. (1)

このとき，線形近似器のパラメータ w が自然方策勾配に一致
する [Kakade 01]:

∇̃θJ(θ) ≃ w.

式 (1) を満たす w を推定することを目的として，様々なア
ルゴリズムが提案されてきた [Morimura 05, Bhatnagar 09,

Degris 12, Thomas 14]．本研究では特に Incremental Natural

Actor Critic (INAC) [Bhatnagar 09] に着目する．状態価値
関数 V π(s)が所与であると仮定すると，INACは，学習率 α

を用いて以下の手続きで実行される:

δπt = rt + γV π(st+1)− V π(st),

wt+1 = wt + α (δπt − fw)ψt. (2)

3. 適応的学習率

3.1 更新則
Online importance weight aware update (OIWAU)

[Karampatziakis 11] は，線形近似器のための適応的学習率
として提案された．与えられた学習サンプルに対し，無限小の
学習率でパラメータを無限回更新するという極限を考えるこ
とで，各時刻での更新が局所最適点を超えないことを保証す
る．損失関数として二乗損失を用いると，OIWAU によるパ
ラメータの更新は閉形式で記述できる．OIWAU を自然方策
勾配の逐次推定 (2)に適用することで次式を得る:

wt+1 = wt +
1−exp(−α∥ψt∥2)

∥ψt∥2
(δπt − fw)ψt. (3)
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3.2 理論解析
次に，従来法と提案法を理論解析し，安定性について議論す

る．式 (2)と (3)は，それぞれ次のように変形できる:

wt+1 =
(
I − αψtψ

⊤
t

)
wt + αδπt ψt (4)

wt+1 =
(
I − βtψtψ

⊤
t

)
wt + βtδ

π
t ψt. (5)

ただし，βt =
(
1−exp(−α∥ψt∥2)

)
/∥ψt∥2 とした．簡単のた

め，δπ = 0と仮定する．時刻 T ∈ N≥0 における w は，初期
値を w0 とするとそれぞれ以下のように書ける:

wT =

T−1∏
t=0

(
I − αψtψ

⊤
t

)
w0, (6)

wT =

T−1∏
t=0

(
I − βtψtψ

⊤
t

)
w0. (7)

行列のノルムを ∥ · ∥2 とする．(6) において，全ての t に対
して ∥I − αψtψ

⊤
t ∥2 ≤ 1 であれば，∥wT ∥2 ≤

∏T−1
t=0 ∥I −

αψtψ
⊤
t ∥2∥w0∥2 は有界であることが保証される．(7)につい

ても同様である．ここで，

∥I − αψtψ
⊤
t ∥2 =

(
I − αψtψ

⊤
t

)⊤ (
I − αψtψ

⊤
t

)
= I +

(
α2∥ψt∥2 − 2α

)
ψtψ

⊤
t ≜ I +A.

行列Aは明らかに階数 1の実対称行列である．よって，行列A

は d−1個のゼロ固有値と，固有値 (α∥ψt∥2)2−2α∥ψt∥2をも
ち，行列 I+Aは d−1個の固有値 1と，固有値

(
α∥ψt∥2 − 1

)2
をもつ．提案法に対しても同様にして，それぞれ

∥I − αψtψ
⊤
t ∥2 = max{1, |α∥ψt∥2 − 1|} ≥ 1, (8)

∥I − βtψtψ
⊤
t ∥2 = max{1, exp(−α∥ψt∥2)} = 1.

すなわち，従来法による学習では，∥ψt∥2の値が大きくなれば
∥w∥2 は発散するが，提案法による学習では，∥ψt∥2 の値によ
らず ∥w∥2 は有界である．

4. 数値実験
提案法と従来法を倒立振子の振り上げ・安定化問題 [Doya 00,

Morimura 05] に適用した．状態は振子の関節角度を q，角速
度を q̇ として，s = (q, q̇)⊤ である．行動は振子の関節に印可
されるトルク 5a = τ ∈ [−5, 5] である．報酬関数は R(s) =

cos(q) − (q̇/15π)2 と定義した．方策は正規分布 π(a|s;θ) =

1/
√

2πσ2
θ(s) exp

(
−(a− µθ(s))

2/2σ2
θ(s)

)
によって表現した．

µθ(s)と σθ(s)は三層のニューラルネットワークの出力であり，
それぞれ tanhとシグモイド関数を活性としてもつ．隠れ層は
シグモイド関数を活性にもつ 10のユニットからなる．入力は
(cos(q), sin(q), q̇)⊤である．状態価値関数は正規化基底関数ネッ
トワーク [Doya 00] で表現し，ガウシアンカーネルを状態空間
に 10× 10の格子状に配置した．状態価値の学習には TD(λ)

を用い，λ = 0.95とした．1エピソードは 1000ステップとし
た．各エピソードの初期状態は s0 = (q0, 0)

⊤ であり，q0 は乱
数により決定した．θ と w の学習率をグリッドサーチにより
探索し，それぞれ {10−4, 5 · 10−5, 10−5, . . . , 10−7}, {10−1, 5 ·
10−2, 10−2, . . . , 10−4}から選択した．すべての学習率の組に
対する学習曲線の 10試行の平均を図 1に示す．1つの試行で
あっても推定値が発散した場合，それ以降の学習曲線は排除し
た．従来法では多くの学習試行が発散しているが，提案法は頑
健に学習していることがわかる．
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図 1: 学習率の各組に対する平均報酬の変化．10試行の平均．

5. おわりに

本研究では，OIWAU を自然方策勾配の逐次推定に利用す
ることを提案した．理論解析により，従来法の不安定性と提案
法の安定性を示した．数値実験により，提案法の頑健さを示し
た．INACの更新行列のノルムが，学習率と適格度の関数とし
て解析的に得られたため (式 (8))，OIWAUに限らず，適応的
学習率を設計するための新たな指針となる．適格度の履歴を利
用する学習則 [Morimura 05] においても，同様の適応的学習
率を提案・適用することで頑健な学習になることが期待できる．
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