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Density matrix describes the state of quantum systems. In quantum informatics, it is crucial to verify whether
the density matrix of the target system is in an aimed state. We present a machine learning approach to find
matrices that are away from the aimed state. With a help of the sparse regularization technique, we can find
matrices with arbitrary errors including decoherences and phase errors.

1. はじめに

精緻な処理が必要となる量子情報処理では所望の量子状態か
らのずれ、すなわち異常の検出が重要な課題である。しかし、
異常の検知は量子系が持つ本質的なゆらぎや統計的なゆらぎの
ために困難な課題の一つでもある。通常、量子系の状態を表現
する密度行列は量子トモグラフィー [1]を用いて推定される。
この際、実験で得られる観測の総数は限られているために、推
定された密度行列には統計的なゆらぎが生じる。この統計的な
ゆらぎと量子系の変化とを区別することが異常検知における技
術的な課題である。
本稿では機械学習を用いて密度行列の異常検知を行う方法

GED3 (Generalized Erroneous Deviation Detector for Den-

sity matrices) [2]を紹介する。GED3は密度行列の各要素の絶
対値が変化するデコヒーレンスに特化した異常検知手法ED3 [3]

を一般化した手法となっている。GED3 はデコヒーレンスに
限らず位相角の変化など多様な異常を検知することができる。
量子もつれ光子対の量子トモグラフィーにおいて GED3 と単
純な手法及び ED3 とを比較したところ、物理実験データにお
いて異常検知性能の大きな向上が見られた。GED3 は密度行
列を扱う問題には全て適用できるため、量子光学系に限らず超
伝導回路やイオントラップを用いた系にも適用できる。このた
め、GED3 は密度行列の異常が問題となる多くの局面におい
て有用な解決手段を提供すると考えている。

2. 密度行列の異常検知手法

量子トモグラフィーにより K 個の観測密度行列
ρ̂1, ρ̂2, . . . , ρ̂K ∈ Cd×d が得られているとする。ただし
d は密度行列のサイズである。以下では k 番目の観測密度行
列の (i, j) 要素を ρ̂k,ij と表記する。本稿では、これら K 個
の観測密度行列 ρ̂1, ρ̂2, . . . , ρ̂K から異常な行列のインデック
ス集合 S ⊆ {1, 2, . . . ,K}を探す問題を対象とする。ただし、
異常行列のインデックス集合 S の補集合 Sc においては行列
ρ̂k′ (k′ ∈ Sc) は全て正常であるとし、また異常行列は K 個
の行列のごく一部、つまり |S| ≪ K であると仮定する。この
ような問題は機械学習において異常検知や外れ値検知として
知られている [4]。
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異常検知を最も直接的に実現する方法は、計測された密度行
列を “正しい”密度行列と比較することである。量子トモグラ
フィー装置を物理モデルに基づいて表現することができれば、
その物理モデルから “正しい”密度行列を計算することができ
る。そしてその “正しい”密度行列と各観測密度行列がどの程
度異なるかを評価することで異常な行列を見つることができ
る。このためには、量子トモグラフィー装置内の各光学素子に
関する正確なパラメータを用いて物理モデルを計算する必要が
ある。しかし、現実的には実験装置の正確なパラメータを知る
ことは困難であり、その近似値を用いざるをえない。つまり、
近似的なパラメータから計算された “正しい”密度行列は、量
子トモグラフィーにより実際に得られる観測密度行列とは必ず
しも一致せず、妥当な異常検知ができるとは限らない。そのた
め、以下では物理モデルを仮定せず、統計的な手法を用いて異
常検知を行うことを考える。

2.1 平均行列を使う手法（平均値法）
物理モデルを用いずに正しい密度行列を観測密度行列から

近似的に表現することを考える。最も単純な方法の一つとして
K 個の観測密度行列の平均値 ρ̄ = 1

K

∑K
k=1 ρ̂k を使う方法が

考えられる。K 個の観測密度行列のうち大半は正常な行列だ
と仮定しているため、この平均行列を正しい密度行列の近似値
として使うことができる。そして、各行列のこの平均行列から
の偏差 ω̃k = ρ̂k − ρ̄k に基づいて、異常の度合いを評価する。
ここでは量子力学的な差異を測る一般的な方法としてトレー
ス距離 [5] ẽk = ∥ω̃k∥tr を用いる。ここで、∥ · ∥tr は行列の特
異値の和（トレースノルム）である。計算された ẽk が一定値
以上大きければ、密度行列は正しい密度行列からの乖離が大き
い、つまり異常だと判定できる。
平均行列を使う方法は単純で直感的にもわかりやすいが、問

題点として平均行列 ρ̄k の計算に数が少ないとは言え異常な行
列が混入して偏りを生じさせていることがあげられる。この偏
りが異常検知の性能を低下させてしまう要因となる。

2.2 デコヒーレンスを検知する手法 ED3 [3]
ED3は密度行列の各要素の絶対値の変化、いわゆるデコヒー

レンスを検知する手法である。ここでは、各観測密度行列 ρ̂k
の各要素をその絶対値に置き換えた行列 |ρ̂k| ∈ Rd×d を考え
る。k番目の絶対値の密度行列の真の値を |ρk|とすると、これ
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は “正しい”密度行列 θ ∈ Rd×d とそこからの偏差 ωk ∈ Rd×d

を使って |ρk| = θ + ωk と表現できる。また、観測密度行列
|ρ̂k| はこの |ρk| に観測に伴う統計的ゆらぎが加わったものと
して解釈できる。このとき、正常な行列については “正しい”

密度行列 θ からの偏差については ωk ≈ 0 と想定できる。他
方、異常な行列については ωk ̸= 0となる。そのため、偏差の
行列の集合 {ω1, ω2, . . . , ωK}は多くが零行列となるスパース
な構造を持つと仮定できる。このようにデータの背後にスパー
スな構造が隠れている場合には機械学習のスパース推定の技術
が有効である [6, 7]。そこで、ED3 では以下の正則化つきの最
小二乗問題を解くことで、このスパースな偏差行列の集合を推
定する。

min
θ,{ωk}Kk=1

1

2

K∑
k=1

∥|ρ̂k| − (θ + ωk)∥2F + γ

K∑
k=1

∥s⊙ ωk∥F. (1)

ここで ∥ · ∥F は行列のフロベニウスノルム、⊙ はアダマール
積、γ は非負のパラメータである。また、行列 s ∈ Rd×d は

sij =
(

1
K

∑K
k=1 ω̃

2
k,ij

)−1/2

により定義される。式（1）の第

一項は各観測密度行列 |ρ̂k|に近い θ+ωk を推定すること、第
二項は行列の各要素の大きさを正規化したうえでできる限り
スパースでありゼロに近い偏差行列の集合を推定することに
対応する。最後に問題 (1)を解くことによって得られる ωk か
らトレース距離 ek = ∥ωk∥tr を計算し、ek が一定値以上大き
ければ異常と判断する。式 (1)による推定では、θ と ωk の同
時推定により平均行列を使う場合に比べて “正しい”密度行列
θの偏りが抑えられること、スパースな偏差行列を推定できる
ことの 2点により、精度の高い異常検知が期待できる。
問題（1）の各項は凸関数なので全体としても凸関数であり、

各種凸最適化アルゴリズムによって θ, {ωk}Kk=1 の大域最適解
を得ることができる。本研究では最適化手法として交互方向乗
数法 [8]を用いた。このアルゴリズムは問題（1）の構造を活
用することで効率的に大域最適解を求めることができる。

3. 提案法GED3 [2]

本研究では ED3 を位相変化をも検知できるように一般化し
た GED3 を提案する。ED3 は密度行列の絶対値を計算の対象
としているため行列の各要素の位相成分の変化の情報が欠落し
ており、位相変化を検知することができない。
GED3 では位相変化を検知するために、絶対値を扱う ED3

とは異なり元の密度行列、つまり複素行列を計算の対象とす
る。そのため、ED3 の場合と同様に正則化つきの問題として
定式化するには、実数行列を対象とした従来の正則化技術を複
素行列まで拡張する必要がある。
GED3 では複素行列を実数行列へと変換することで、複素

行列に正則化技術を適用可能にする。具体的には、以下の 2つ
のステップにより正則化つきの問題として定式化する。
1) 複素行列の実数行列への変換：まず初めに、ED3と同様にし
て、真の密度行列 ρkを “正しい”密度行列 θ ∈ Cd×dとそこから
の偏差 ωk ∈ Cd×dを使って ρk = θ+ωkと表現することを考え
る。次に、観測密度行列 ρ̂k及び θ, ωkを実数行列へと変換する。
具体的には、観測密度行列 ρ̂k の実部と虚部をそれぞれ取り出
した行列Re(ρ̂k), Im(ρ̂k) ∈ Rd×dを考える。そして、これらの
行列を用いて新しい実数行列 ζ̂k = [Re(ρ̂k), Im(ρ̂k)] ∈ Rd×2d

を定義する。θ, ωk についても同様に µ = [Re(θ), Im(θ)] ∈
Rd×2d, ηk = [Re(ωk), Im(ωk)] ∈ Rd×2d を定義する。

2) 正則化つきの問題としての定式化：ED3 と同様の議論に
より、正常な行列については ηk ≈ 0と想定できる。他方、異
常な行列については ηk ̸= 0 となる。そのため、行列の集合
{η1, η2, . . . , ηK}は多くが零行列となるスパースな構造を持つ
と仮定できる。これら ηkは実数行列であるため、従来のスパー
ス正則化の技術を使うことができる。そこで、GED3 では以
下の正則化つきの最小二乗問題を解くことで、このスパースな
行列の集合を推定する。

min
µ,{ηk}Kk=1

1

2

K∑
k=1

∥ζ̂k − (µ+ ηk)∥2F + γ

K∑
k=1

∥t⊙ ηk∥F. (2)

ここで、行列 t = [u, v] ∈ Rd×2d (u, v ∈ Rd×d)

は uij =
(

1
K

∑K
k=1 Re(ω̃k,ij)

2
)−1/2

及び vij =(
1
K

∑K
k=1 Im(ω̃k,ij)

2
)−1/2

により定義される。

GED3 では密度行列の実部及び虚部の両方の変化を検知の
対象としているため、デコヒーレンスに限らず位相変化をも
検知することができる。実際、問題 (2)は “正しい”密度行列
θと偏差行列 ωk の実部及び虚部を推定する問題と見ることが
できる。そのため、トレース距離 ek = ∥ωk∥tr は密度行列の
実部だけでなく虚部の変化をも考慮した指標となる。そして、
ek が一定値以上大きければ密度行列の実部または虚部（もし
くはその両方）に異常があったと判断できる。

4. 評価実験

GED3 と平均値法、ED3 との性能比較実験を行った。本実
験では光子対、つまり 2個の光子を用いた系を対象とした。そ
のため、本実験で対象とする密度行列のサイズ dは d = 22 = 4

である。実験では図 1 に概要を示した量子トモグラフィー装
置を用い，1 個の観測密度行列を 16000 回の量子もつれ光子
対入射の計数から推定した。様々な設定で実験を繰り返すこと
で、250個の正常な密度行列及び各 Error1 ∼ 8について異常
な密度行列 50個を得た。表 1に正常及び異常密度行列の (1,

4) 成分の平均値を記す。8 種類の異常は以下の 3 つのパター
ンに分類される。

a Error1 ∼ 4：デコヒーレンス（絶対値の変化）がほぼな
く、位相変化だけが起きている。

b Error5 ∼ 7：位相変化が小さく、デコヒーレンスが大きい。

c Error8：デコヒーレンス、位相変化が両方起きている。

実験ではランダムに選んだ正常な密度行列 40個と、同じく
ランダムに選んだ 15個の密度行列を合わせた 55個の密度行
列に対して平均値法、ED3、及び GED3 を適用した。ED3 と
GED3 については正則化パラメータ γ を以下により設定した。
まず初めに、正常行列と異常行列のラベルがすでに与えられて
いる 55個の行列のデータセットを 10個用意した。次に、こ
れら 10個のデータセットそれぞれに ED3 及び GED3 を適用
し、正常行列と異常行列が正しく識別されるような γ の値を
選んだ。
図 2に各種の異常データに平均値法、ED3、及び GED3 を

適用した結果を記す。実験では行列の選択をランダムに 100回
繰り返し、これら 100個のデータセットに各手法を適用した。
なお、異常検知性能の評価指標としては AUC（ROC曲線下
の面積）を用いた。図 2からは以下の 3点を読み取ることが
できる。
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図 1: 量子もつれ光子対の量子トモグラフィー装置

表 1: 実験で得られた観測密度行列の (1, 4)成分の平均値
arg(ρ̄14) |ρ̄14| arg(ρ̄14) |ρ̄14|

Normal 0.016 0.421

Error1 0.046 0.416 Error5 0.040 0.386
a Error2 0.063 0.416 b Error6 0.044 0.347

Error3 0.108 0.415 Error7 0.048 0.310
Error4 0.120 0.416 c Error8 0.050 0.340

a ED3 はデコーヒレンスがなく位相変化のみの場合に異常
を検知できなかった。他方、GED3 は高い精度で異常が
検知できた。

b 位相変化が小さくデコヒーレンスが大きい場合でもGED3

は高い精度で異常が検知できた。

c デコヒーレンス、位相変化が両方起きている場合におい
ても GED3 は高い精度で異常が検知できた。

これら 3点は全て、ED3 が位相変化を捉えられないのに対し
GED3 は位相変化をも捉えることができる、という各手法の
直感的な性質に合致したものである。これらの結果から，位相
変化をも捉えることができるという GED3 の ED3 に対する
優位性が確認できる。

5. まとめ

本稿では密度行列の任意の異常を検知する方法 GED3 につ
いて紹介した。GED3はデコヒーレンスしか検知できなかった
従来手法 ED3 を位相変化をも捉えられるように拡張したもの
である。GED3 では初めに複素行列である密度行列をその実
部と虚部に分解することで複素行列を実数行列へと変換する。
そして変換された実数行列に対して機械学習のスパース正則化
の技術を適用することで異常な密度行列を検知する。実際の物
理実験データでの検証により、GED3 が ED3 よりも優れてい
ること、特に ED3 が検知できなかった位相変化が検知できる
ことを確認した。
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