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We consider the laboratory assignment problem in which laboratories have minimum and maximum quotas.
MSDA proposed by Ueda et al., is an efficient algorithm to solve the laboratory assignment problem, but it is
an incomplete to find a fair assignment. In this paper, we propose a CSP encoding approach for the laboratory
assignment problem which can find a fair assignment if it exist, and allows partial order on student’s preference of
laboratries. The experimental results show that the partial order make it possible to find more desirable assignments
for students.

1. はじめに

研究室配属問題とは，研究室と学生の集合が与えられたと
きに，学生達にとって望ましい割当てを求める問題である. 研
究室が配属人数に対して個別の上限と下限を持つときに, 配属
の割当てを効率良く求めるアルゴリズムMSDA(Mutli Stage

Deferred Acceptance)[1]が Uedaらによって提案されている.

MSDAは学生が妥当な不満を持たないフェアな解を求めるア
ルゴリズムであるが, たとえフェアな解が存在してもそれを検
出できない場合がある (この場合 MSDA は, マスターリスト
(Master List; ML) と呼ばれる学生の順位付けに基づく ML

フェアな解を出力する).

本論文では, 研究室配属問題を制約充足問題 (Constraint

Satisfaction Problem; CSP) に符号化して解く手法を提案す
る. 本手法では, フェアな解が存在する場合には必ずそれを求
めることが可能である. また, 問題によってはフェアな解が無
数に存在することがあるが, 本手法ではそれらを学生の満足度
に基づいて順序付けし, 満足度が最大となる解を求めることも
できる. さらにMSDAでは各学生の研究室に対する選好順位
は全順序とする必要があったが, 本論文ではその制約を緩め,

半順序を認める手法も示す. これにより, 研究室配属問題がよ
り現実的になるとともに, CSP 上の変数ドメイン小さく抑え
ることが可能になり, 求解を高速化することができる.

本手法はMSDAよりも低速ではあるが, 学生にとってより
望ましい解を発見可能である. また学生の研究室に対する選好
を全順序から半順序に緩めることで, 各学生がより上位に希望
する研究室に配属される可能性が高くなることを評価実験に
よって実証する.

本論文の構成は以下の通りである. まず 2 章で研究室配属
問題についての詳細を説明する. 3章では関連研究について述
べる. 4章で今回の提案手法である CSP 符号化について説明,
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5章で同順位を含んだ場合の CSP符号化について説明する. 6

章では提案手法の実験による評価を行う. 7章ではまとめと今
後の課題を述べる.

2. 研究室配属問題

研究室配属問題は, 研究室と学生の集合が与えられたときに,

学生たちにとって望ましい割当てを求める問題であり, 以下の
要素から構成される. 学生の集合を S, 研究室の集合 L とし,

各学生 s ∈ Sの研究室に対する選好順位を≻s, 各研究室 l ∈ L

の学生に対する選好順位を ≻l で表す. また各研究室 l ∈ Lは
受け入れ可能な人数の上限 ubl と下限 lbl をもつ. ここで学生
数は下限の合計以上, 上限の合計以下であると仮定する. すな
わち

∑
l∈L lbl ≤ |S| ≤

∑
l∈L ubl である. またすべての学生

をGPA等をもとにして順位付けしたマスターリスト (Master

List; ML) ≻ML があると仮定する. 各学生の研究室への割当
ては写像M : S → Lにより表す. また研究室に割り当てられ
た学生集合も同様に写像M : L → 2S により表すものとする.

次節以降では, 研究室配属問題において望ましい割当てが満た
すべき条件を紹介する.

2.1 無駄がない
ある割当て Mにおいて学生 s ∈ S が, 配属する研究室 l よ

りも, 行きたい研究室 l′ ∈ Lが存在したとする (l′ ≻s l). この
とき, 学生 sが研究室 lから l′ へ移動したとしても, lの下限と
l′ の上限の制約を満たすならば, 学生 sは研究室 l′ に空きシー
トを要求するという. 形式的には下記の 3つの条件を満たす場
合, 学生 sは研究室 l′ に空きシートを要求する.

∃ l, l′ ∈ L

 l′ ≻s l

| M(l′) |< ubl′

| M(l) |> lbl


空きシートを要求する学生がいない割当てのことを無駄がない
という.
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2.2 フェア
ある割当て Mにおいて学生 s ∈ S が, 配属する研究室 lよ

りも, 行きたい研究室 l′ ∈ Lが存在したとする (l′ ≻s l). さら
に l′ に割り当てられた学生 s′ ∈ S について, 研究室 l′ の選好
順位において sのほうが s′ よりも高いとき (s ≻l′ s

′), 学生 s

は学生 s′ に妥当な不満を持つ. 形式的には下記の 3つの条件
をを満たす場合, 学生 sは学生 s′ に妥当な不満を持つ.

∃ l, l′ ∈ L, ∃ s′ ∈ S

 l′ ≻s l

s′ ∈ M(l′)

s ≻l′ s
′


妥当な不満を持つ学生がいない割当てのことをフェアという.

研究室配属問題において研究室に上限・下限制約が存在する
場合, フェアかつ無駄がない割当てが存在しない場合があるこ
とが知られている [2]. そこで, フェアかつ無駄がない割当てが
ない場合でも, 任意の学生に対して, より行きたい研究室にお
いて, その研究室の選好順位に加えて, ML上でも下位の学生
がいないことを保証するフェアよりも条件の緩い ML フェア
が存在する.

2.3 MLフェア
ある割当て Mにおいて学生 s ∈ S が, 配属する研究室 lよ

りも, 行きたい研究室 l′ ∈ Lが存在したとする (l′ ≻s l). さら
に l′ に割り当てられた学生 s′ ∈ S について, 研究室 l′ の選好
順位において sのほうが s’よりも高く (s ≻l′ s

′), ML上でも
sのほうが上位のとき (s ≻ML s′), 学生 sは学生 s’に強い妥
当な不満を持つ. 形式的には下記の 4つの条件を満たす場合,

学生 sは学生 s’に強い妥当な不満を持つ.

∃ l ∈ L,∃ s′ ∈ S


l′ ≻s l

s′ ∈ M(l′)

s ≻l′ s
′

s ≻ML s′


強い妥当な不満を持つ学生がいない割当てのことをMLフェ
アという.

3. 関連研究

研究室配属問題を解く既存の研究として上田らは, MSDA[1]

を提案した. MSDA は DA アルゴリズム [3] を拡張したアル
ゴリズムであり, DAアルゴリズムでは上限制約しか扱うこと
ができなかったため, それを下限制約が存在する場合でも使用
できるように拡張した. MSDA は, 下限の合計分の学生を常
時確保しつつ仮配属を行い, 下限の合計と確保される学生の数
が同数になったら, 残りの学生を下限を満たすように配属させ
ていけば, 必ず下限が満たされる割当てが求めれられるという
手法である. MSDAで求める割り当ては, 無駄がないかつML

フェアであることが保証されている.

4. 研究室配属問題のCSP符号化

本論文では, 研究室配属問題を整数有限領域上の CSP 　
(Constraint Satisfaction Problem) へと符号化を行うことで
解を求解する手法を提案する. CSPとは, 制約充足問題のこと
で, 変数に与えられたドメインから値を割り当てることで, 与
えられた制約すべてを満たすことができる解が存在するか判定

する問題である. 整数有限領域上の制約充足問題は, 形式的に
は以下のように定義できる [4].

制約充足問題は以下を満たす組 CSP(X,Dom,C) である.

制約には, 算術論理演算等で条件が記述されている内包的制約,

制約を満足する (あるいは制約に違反する)値の組の集合が陽
に与えられている外延的制約, そして alldifferent等に代表さ
れるいわゆるグローバル制約がある.

CSP ソルバーは, 制約すべてを満たすような変数の割り当
てが存在するのであれば充足可能を返し, 割り当てを出力する.

これを利用し, ”無駄がない”や”フェア”などを制約としてCSP

に変換することで, フェアかつ無駄がない割当てを探索する.

図 1に CSP符号化手法の手順を示す. 研究室配属問題を制約
として表現して CSPへと符号化を行う. 符号化された問題を
CSPソルバーに解かせることで CSPの解を得て, それを復号
化することで元問題の解を得る. フェアな解が存在しないとき
は ML フェアを制約化して探索する. 下記及び次節以降に割
当ての望ましさを表す制約を紹介する.

ある学生 s ∈ Sがある研究室 l ∈ Lに配属されているかどう
かを表す変数として, Assign(s, l)を用いる. この変数のドメイ
ンを {0, 1}とし, 1のとき学生 sは研究室 lに配属されたことを
表す. ある研究室 lに配属された学生の数を AssignCount(l)

で表し, AssignCount(l) =
∑

s∈S Assign(s, l)とする.

研究室配属問題

フェアな割当て
を求めるCSP問題

符号化

満足度最大の割当て

割当てが存在

MLフェアな割当て
を求めるCSP問題

割当てが
存在しない

満足度最大化

満足度最大化

CSPソルバーでの
求解結果

CSPソルバーでの
求解結果

図 1: CSP符号化手法の手順

4.1 無駄がない
ある学生 s ∈ S の研究室 l1, l2 ∈ L に対する選好順位を

l1 ≻ l2 としたとき, 学生 sの配属について”無駄がない”を表
す制約は以下のようになる. 行きたい研究室が上限に達してい
る状態もしくは, 今いる研究室から移動することで研究室の下
限を下回るとき, 学生 sはより選好の高い研究室には移れない
ことを表す.

∀s ∈ S,∀l1, l2 ∈ L (l1 ≻s l2) ∧ (Assign(s, l2) = 1)→

(AssignCount(l1) = ubl1 ∨AssignCount(l2) = lbl2)

4.2 フェア
ある学生 s , s′ ∈ S の研究室 l1, l2 ∈ L に対する選好順

位を l1 ≻ l2 としたとき, 研究室 l1, l2 での選好順位は s ≻l1

s′, s ≻l2 s′ のとき”フェア”を表す制約は以下のようになる.

∀s, s′ ∈ S,∀l1, l2 ∈ L (l1 ≻s l2) ∧ (s ≻l1 s′)

∧(Assign(s, l2) = 1)→ (Assign(s′, l1) = 0)
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4.3 MLフェア
MLフェアの符号化はフェアの符号化と同様の制約で表す.

4.2節における学生 s, s′ について, MLにおいて s ≻ML s′ で
あるとき, ”MLフェア”を表す制約は以下のようになる.

∀s, s′ ∈ S,∀l1, l2 ∈ L (l1 ≻s l2) ∧ (s ≻l1 s′)

∧(Assign(s, l2) = 1)→ (Assign(s′, l1) = 0)

4.4 満足度
フェアまたは MLフェアな解は無数に存在する場合がある

ため, それらの解の中で各学生がより満足する解を選択する必
要があると考える. それらの解を選ぶ基準として満足度を定義
する.

各学生は配属する研究室の評価によって満足度を決定する
ものとし, 本論文では各学生の満足度を以下のように定義する.

研究室の数を nとするとき, 最も選好順位の高い研究室に割り
当てられた場合, 満足度を nとし, 2番目であれば n-1とする.

最も選好順位が低い研究室満足度は 1である. また割当ての解
が複数ある場合には解の中で学生全体の満足度が最大となるも
のを解とする. そのため割当て Mにおける学生 sの満足度を
求める関数 r(s,M)を用意し, 目的関数を学生の満足度の総和∑

s∈S r(s,M)として, これを最大化する.

満足度という尺度に基づき割当てを評価することで耐戦略
性が失われてしまう. しかし, 学生が嘘の選好順位を示して希
望する研究室へ配属されるためには, その研究室に関わる学生
の希望や研究室内での他の学生の順位 (成績)などをすべて把
握しなければ有利になることは難しい. そのため本論文では,

フェアかつ無駄がない解集合の中から解を 1 つ選出するため
の基準として, 学生の満足度の総和を利用する.

5. 同順位を含む研究室配属問題

学生が持つ選好順位に同順位を認めることで, 今までの全研
究室に順序付けを行っていた場合には存在しなかった割り当て
の望ましさが現れる.

5.1 同順位空きシート
ある割当て Mにおいて学生 s′ ∈ S が研究室 l′ ∈ Lに配属

され, l′ は上限に達し, さらに s′ の選好で l′ と同順位の研究室
l′′ ∈ L (l′ =s′ l

′′)に空きが存在したとする. lよりも l′ に行き
たい学生 s ∈ S は, l′ における選好順位で s′ よりも低い場合,

配属することはできない. しかし図 2のように, s′ が同順位で
ある l′ から l′′ へ移動することで空きが生まれ, sを l′ に配属
することができる. このように, ある学生に現在の研究室と同
順位の研究室に移動してもらうことによって生まれる空きを要
求することを同順位空きシートを要求すると定義する. 形式的
には下記の条件を満たす場合, 学生 s は学生 s′ に同順位空き
シートを要求する.

∃ l, l′ ∈ L, ∃ s′ ∈ S



l′ ≻s l

| M(l′) |= ubl′

s′ ∈ M(l′)

l′ =s′ l
′′

| M(l′′) |< ubl′′

| M(l) |> lbl


同順位空きシート要求をする学生が存在しない割り当てを, 同
順位に関する無駄がないという. また, s′ が l′ と空きのある研
究室 l′′ の選好を同順位 (l′ =s′ l

′′)としなくても, 別の学生 s′′

が l′′ に同順位 (l′′ =s′′ M(s′′))を持ち, s′ がM(s′′)に同順位
(l′ =s′ M(s′′))を持つことで複数の学生をまたいで, 同様に同
順位空きシートを要求できる.

割当てM

	  	  	  𝐿𝑎𝑏	  𝑙′

	  	  	  𝐿𝑎𝑏	  𝑙

	  	  	  𝐿𝑎𝑏	  𝑙′′

s’

s

	  	  	  𝐿𝑎𝑏	  𝑙′

	  	  	  𝐿𝑎𝑏	  𝑙

	  	  	  𝐿𝑎𝑏	  𝑙′′

s

s’

𝑙ʼ’ でも 𝑙ʼ’ʻ‘でも
どっちでもいい

𝑙ʼ’ がいい

図 2: 同順位空きシートの例

5.2 CSP符号化
学生 s, s′ ∈ S と, 研究室 l1, l2, l3 ∈ L に対し, l1 ≻s l2 ≻s

l3, l1 =s′ l3 ≻s′ l2 とする. さらに研究室 l1, l2, l3 での選好順
位は s ≻l1 s′, s ≻l2 s′, s ≻l3 s′ のとき”同順位に関する無駄
がない”を表す制約は以下のようになる.

∀s, s′ ∈ S,∀l1, l2, l3 ∈ L (l1 ≻s l2 ≻s l3) ∧ (l1 =s′ l3 ≻s′ l2)∧

(s ≻l1 s′) ∧ (s ≻l2 s′) ∧ (s ≻l3 s′) ∧ (Assign(s, l2) = 1)→

( (Assign(s′, l1) = 0) ∨ (AssignCount(l3) = ubl3)∨

(AssignCount(l2) = lbl2) ∨ (AssignCount(l1) ̸= ubl1) )

5.3 同順位空きシートと満足度
上記で同順位に関する無駄がないを表す制約について述べ

たが, 今回は学生全体の満足度を最大化する制約を追加するこ
とで, 同順位に関する無駄がないの制約については必要がなく
なることを証明する. そのため今回は同順位に関する無駄がな
いの制約は実験では追加せず行った. 下記の命題を証明する.

命題. 学生全体の満足度を最大にする場合, 同順位空きシート
制約は必ず充足する.

証明. いま割当てMがフェア (またはMLフェア)かつ無駄が
なく学生全体の満足度が最大化されていると仮定する. このと
き同順位空きシートを要求する学生がいると仮定すると, 同順
位空きシートを要求することから, ある学生 s ∈ S は今いる研
究室よりも選好の高い研究室に同順位空きシートで配属可能で
ある. 配属することでその学生 sの満足度は増加し, 学生全体
の満足度も同時に増加する. しかし, これは割当て M が満足
度最大化されていることと矛盾する. よって, 学生全体の満足
度を最大化するとき, 同順位空きシートを要求する学生が存在
する割当ては存在しない. 証明終わり

6. 評価実験

全順序の問題と, 同順位を含んだ問題の CSP符号化手法に
ついて比較実験を行う. 今回は求解時間と, 学生の割り当て
結果について比較する. 問題は学生数を 50 から 550 までの
範囲で 50刻みに変化させたもので, 研究室数は 10, 各研究室
の上限は学生数/研究室数+2までとし, 下限は 1で固定した.

また, 学生の研究室に対する選好順位には相関があると考え,

文献 [5] と同様に相関を設定した. この条件で各学生数の問
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題を 50 問を生成して実験を行った. 実験環境は, CPU Intel

Xeon Processor E3-1230 V2(3.30GHz) , メモリ制限を 6GB,

1問あたりの制限時間を 3600秒で行う. また CSPソルバーと
して Sugar [6] を使用し, Sugar で使う SAT ソルバーとして
glueminitsat[7] を使用した. (各バージョン Sugar は v2-2-1,

glueminisatは 2.2.8)

図 3は, 全順序と第 3希望まで記入した場合及びMSDAの
平均求解時間を示す. 全順序は 10個の研究室すべてを順位づ
けした場合を意味し, 第 3希望まで記入は, 上位 3つの研究室
を順位づけし, 4位以降を同順位とした場合を意味する. また
MSDA は全順序と同様とする. 全順序についてグラフが 300

人以降で切れているのは, 300人以降の問題が 3600秒以内に
解けなかったことを表す.

図 3の結果より, MSDAは非常に高速であることがわかる.

同順位を含む問題の求解速度はMSDAには及ばないが, 全順
序に比べ明らかに高速化し, さらに全順序が 300人までに対し
550人の問題まで求解可能となった. これは同順位を含むこと
で, 妥当な不満を表す制約が減少したこと, 満足度を表す変数
ドメインが同順位により縮小したことが要因と考えられる.

0

600

1200

1800

2400

3000

3600

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

平
均
求
解
時
間
(s)

学生数(人)

全研究室を順序付け

第3希望まで記入

MSDA(既存手法)

図 3: 平均求解時間の比較

図 4は各学生が配属された研究室の希望順位の累計を示し,

グラフの読み方は例えば横軸が 2, 縦軸が 50 のとき, 第 1 希
望もしくは第 2希望に配属された学生が 50%いることを表す.

第 1希望まで記入とは第 1希望を決め, 2位以降は同順位とし
た場合を意味する. 同様に第 2希望まで記入, 第 3希望まで記
入等も希望数まで順位づけをし, それ以降を同順位として設定
した結果を表している.

学生の配属先の比率について, CSP符号化手法はMSDAと
比べると, 満足度を最大化することによって高い希望順位の研
究室に配属できる学生の割合が増加したことが確認できる. さ
らに全順序の場合に比べ, 同順位を含む場合は, より選好順位
の高い研究室に行ける学生の割合が増加している. これは, 同
順位を認めることで妥当な不満を持つ場合が減少したことが考
えられる. 具体的には, 全順序の場合には多くの学生がより希
望順位の高い研究室に配属できたとしても, 成績の低い下位の
希望において, 妥当な不満を持つ学生が現れることで制約違反
となり, 割当てとして出力されることがなかった. しかし, 第
n希望まで順位づけをして, n+ 1位以降は同順位にすること
でそういった下位で起こる妥当な不満が減少したことでより良
い割当てが発見できたと考えられる. また同順位空きシートを
要求できるようになったことももう一つの要因と考えられる.

7. まとめと今後の課題
本論文では研究室配属問題に対する CSP符号化手法を示し

た. その特徴は, (1)フェアな解に対する完全性, (2)満足度の
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図 4: 学生の配属先選好順位の比率　学生 300人

導入による解の評価, (3)学生の研究室に対する選好順位に同
順位を認めることにある. 評価実験の結果は, 同順位の導入に
よって求解の高速化と, より上位に希望する研究室に配属され
る学生の増加が達成することができることを示している.

今後の課題として, 研究室が持つ選好順位にも同順位を認
めた場合や, より多人数の問題のためのさらなるスケーラビリ
ティの向上が挙げられる. また, 今回学生を中心としてその満
足度を最大化することを考えたが, 研究室側についても同様の
満足度について考慮するべきだと考えられる.
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