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How to form a beneficial coalition (group) is a major issue for many applications related to cooperated game
theory, artificial intelligence and multi-agent systems. Coalition Structure Generation (CSG) involves partitioning a
set of agents into coalitions so that the sum of the value of all coalitions is maximized. This problem is equivalent to
the complete set partitioning problem which is well known as a NP-complete problem. In the real world problems,
it is natural to consider the uncertainty of the agent’s behavior, i.e., there is no guarantee to establish all coalitions.
For example, an agent is available only two days a week because of his/her own schedule. In our work, the focus is
laid on the Probabilistic Coalition Structure Generation (PCSG) problem. In this paper, as our first step, a formal
framework for PCSG problem is defined and some decision and optimization problems for PCSG are pointed out.

1. 序論

協力ゲーム理論は，利己的に行動する主体（エージェント）
間で拘束力のある合意が可能な場合のエージェントの振る舞
いに関する理論であり，フォン・ノイマン以来の伝統ある研究
分野である．従来，協力ゲー ム理論は議会における政党の影
響力の分析や公共施設の費用分担問題等に応用されていたが，
ネットワークの発展により，その適用分野が拡大し，人工知能
やマルチエージェントの分野において近年注目を集めている．
提携構造形成 (Coalition Structure Generation, CSG) [1,

11, 12]問題とは，協力ゲーム理論における基本的な枠組みの
一つであり，あるエージェントの集合を社会的余剰（すべての
提携における利得の総和）が最大化されるように，いくつかの
提携に分割する問題である．この問題はNP-完全な問題とし
て知られている完全集合分割問題 [14]と等価な問題である．
実世界におけるエージェントの振る舞いは不確実な要素を

多く含んでいる．例えば，ある提携への参加を希望しているが
スケジュールの都合上，参加の有無が事前には分からないエー
ジェント等，実問題を考えた場合，提携成立の能否を考えるこ
とは重要である．既存研究において，不確実なエージェントの
振る舞いに着目した研究は少なく，提携への参加の有無が確率
で与えられている提携構造形成問題の研究はほとんどない．
本論文では，提携構造形成問題において，各エージェントの

提携への参加の有無が確率により与えられている，不確実性
を考慮した提携構造形成問題のフレームワーク (Probabilistic

Coalition Structure Generation, PCSG)を定式化する．具
体的には，従来のCSGのフレームワークに，各エージェント
の（任意の）提携への参加の有無を確率で返す関数を追加する
ことにより PCSGを定義する．PCSGでは，利得の代わり
に，各提携で得られる利得の期待値を求める．さらに，PCSG

に関する決定及び最適化問題をそれぞれ定義し，PCSG 問
題が 0-1 整数計画問題として表現可能であることを示す．ま
た，PCSGの性質として，特性関数が優加法性を満たすとき，
CSG問題では，すべてのエージェントからなる全体提携が最
適な提携構造となるのに対し，PCSG問題では，全体提携が
必ずしも最適な提携構造になるとは限らないことを示す．
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最後に，PCSGの応用例について述べる．PCSGは，従
来の CSG にエージェントの不確実な振る舞いを導入したフ
レームワークである．両者の違いは，CSGでは，各エージェ
ントの提携への参加は 100%であるのに対し，PCSG では，
提携への参加の有無が確率により与えられているという点で
ある．そのため，CSGの例として挙げられるロボカップレス
キュー [8]，無人偵察機オペレーション [5]，分散経路決定問
題 [12]，マルチセンサネットワーク [3]等の応用問題において，
エージェントの不確実な振る舞い，例えば，エラー等を考慮す
ることで，これらの問題はPCSGとしても定式化可能である．
本論文では，序論と結言を含めて全体を 6 章で構成してい

る．2章では提携構造形成問題のフレー ムワークを紹介する．
3章では各エージェントの提携への参加の有無が確率により与
えられている，不確実性を考慮した提携構造形成問題のフレー
ムワークを提案する．4章では考察，5章では関連研究につい
て述べる．最後に，結言と今後の課題をいくつか挙げる．

2. 提携構造形成問題
本章では，準備として，提携構造形成 (Coalition Structure

Generation, CSG) [1, 11, 12] 問題のフレームワーク及び，
CSGに関する決定及び最適化問題を紹介する．また，CSG

問題が 0-1整数計画問題として表現可能であることを示す．
提携構造形成問題とは，与えられたエージェントの集合を，

社会的余剰，すなわち，すべての提携における利得の総和が最
大化されるように，いくつかの提携に分割する問題である．は
じめに，提携構造形成に関する定義を以下に与える．

定義 1 (提携構造形成). 提携構造形成 (Coalition Structure

Generation, CSG)は，Aをエージェントの集合，v : 2A → N
を特性関数とし，以下の組により定義される．

CSG = ⟨A, v⟩. (1)

エージェントの集合Aの部分集合C ⊆ Aを提携 (Coalition)

と呼び，C に属するエージェントが協力して行動する際に得る
利得は v(C)により与えられる．また，以下の条件を満たすよ
うな Aの分割を提携構造 (Coalition Structure, CS) と呼ぶ．

∀i, j (i ̸= j), Ci ∩ Cj = ∅,
∪

Ci∈CS

Ci = A. (2)
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提携構造形成 (CSG)では，式 (2)が示すように，各エージェ
ントは一つの提携にのみ属し，複数の提携に同時に属すること
はない．提携構造 CS の利得は，各提携における利得の総和，
すなわち，

V (CS) =
∑

Ci∈CS

v(Ci) (3)

により与えられる．また，ある提携構造 CS が以下の条件を
満たすとき，CS は最適であるといい，CS∗ と記述する．

∀ CS : V (CS) ≤ V (CS∗). (4)

以下に，CSG問題における代表的な性質を示す．

性質 1. 提携構造形成 CSG = ⟨A, v⟩ において，特性関数 v

が優加法性を満たすとき ∗1，すべてのエージェントからなる
提携（全体提携）が最適な提携構造 CS∗ となる．

次に，提携構造形成に関する決定問題を以下に与える．

定義 2 (CSGに関する決定問題).

• Input: 提携構造形成 CSG = ⟨A, v⟩及び，非負整数 r，

• Question: すべての提携における利得の総和が r 以上
となるような提携構造 CS は存在するか？

提携構造形成問題は，完全集合分割問題 [14]と等価な問題
であり，一般に，NP-完全な問題として知られている [12]．ま
た，CSGの最適化問題は，すべての提携における利得の総和
rが最大化されるような提携構造 CS を見つけよという問題に
なる．以下に CSG問題（最適化問題）の簡単な例を与える．

例 1 (提携構造形成問題). 3人のエージェントからなる提携構
造形成 CSG = ⟨{a1, a2, a3}, v⟩問題を考える．この問題にお
ける提携及び，各提携で得られる利得を以下に示す．

v({a1}) = 2, v({a2}) = 3, v({a3}) = 2,

v({a1, a2}) = 8, v({a1, a3}) = 7, v({a2, a3}) = 9,

v({a1, a2, a3}) = 10.

3人のエージェントでは，全部で 23 −1 = 7通りの提携が存在
し，例えば，全体提携 CS = {a1, a2, a3}では，得られる利得
は v({a1, a2, a3}) = 10となる．この問題における最適な提携
構造は CS∗ = {{a1}, {a2, a3}}となり，このとき得られる利
得は V (CS∗) = v({a1})+ v({a2, a3}) = 2+9 = 11となる．

最後に，提携構造形成問題は，0-1整数計画問題として定式
化可能であり，例えば，例 1は以下のように定式化される．

0-1整数計画問題

max. 2·a1+3·a2+2·a3+8·a12+7·a13+9·a23+10·a123 (5)

s.t a1 + a12 + a13 + a123 = 1, (6)

a2 + a12 + a23 + a123 = 1, (7)

a3 + a13 + a23 + a123 = 1, (8)

a1, a2, a3, a12, a13, a23, a123 ∈ {0, 1}. (9)

∗1 提携構造形成 CSG = ⟨A, v⟩ において，特性関数 v が優加法的
であるとは，Ci ∩ Cj = ∅ を満たす任意の提携の組 Ci 及び Cj に
関して，v(Ci)+ v(Cj) ≤ v(Ci ∪Cj)が成り立つことを意味する．

ここで，a1, a2, a3, a12, a13, a23, a123 は，すべての可能な提携
を表している．各提携は変数として定義され，変数値 0 また
は 1のいずれかの値を取る (式 (9))．式 (6)-(8)は提携に関す
る制約条件を表している．例えば，式 (6)には，エージェント
a1 が {a1}，{a1, a2}，{a1, a3}，{a1, a2, a3}のいずれか１つ
の提携にのみ属し，複数の提携に同時に属することはできない
という制約条件が記述されている．式 (7)は a2，式 (8)は a3

に関する制約条件をそれぞれ表している．式 (5)は，得られる
利得が最大となるような提携構造を求める目的関数を表してい
る．係数には，各提携で得られる利得が与えられている．

3. 確率的な提携構造形成問題

本章では，CSG問題において，各エージェントの提携への
参加の有無が確率により与えられている，不確実性を考慮し
た，確率的な提携構造形成問題のフレームワーク (Probabilistic

Coalition Structure Generation, PCSG)を提案する．次に，
PCSGに関する決定及び最適化問題を定義する．また，PCSG

問題が CSG の時と同様に 0-1 整数計画問題として表現可能
であることを示す．まず，確率的な提携構造形成を定義する．

定義 3 (確率的な提携構造形成). 確率的な提携構造形成 (Prob-

abilistic Coalition Structure Generation, PCSG) は，A =

{a1, .., an}をエージェントの集合，vを特性関数，f : A 7→ [0, 1]

を各エージェントの（任意の）提携への参加の有無を確率で返
す関数とし，以下の組により定義される．

PCSG = ⟨A, v, f⟩. (10)

ここで，関数 f : A → [0, 1]は以下のように定義される．

f(a) = p, (0 ≤ p ≤ 1). (11)

各エージェントの任意の提携への参加の有無は独立であるとす
る，すなわち，あるエージェントの提携への参加の有無は，他
のエージェントの参加の有無には依存しないものとする．
ある提携 C が成立する確率は

∏
a∈C f(a)で与えられ，得ら

れる利得の期待値，ve と記述する，は以下のように計算され
る．ここでは，提携が成立しない場合の利得を 0とする ∗2．

ve(C) = v(C) ·
∏
a∈C

f(a). (12)

また，ある提携構造 CS が成立するとき，得られる利得の期
待値，Ve と記述する，は以下の式により計算される．

Ve(CS) =
∑

C∈CS

ve(C). (13)

次に，PCSGに関する決定問題を以下に定義する．

定義 4 (PCSGに関する決定問題).

• Input: 確率的な提携構造形成 PCSG = ⟨A, v, f⟩及び，
実数 q，

• Question: 期待値が q 以上となるような提携構造 CS

は存在するか？

∗2 この仮定とは別の計算方法，具体的には，あるエージェントが参
加しなかった場合，残りのエージェントで形成される提携構造にお
いて，得られる利得の期待値の求め方については考察で述べる．
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同様に，PCSGに関する最適化問題を以下に定義する．

定義 5 (PCSGに関する最適化問題).

• Input: 確率的な提携構造形成 PCSG = ⟨A, v, f⟩，

• Question: 期待値が最大となるような提携構造をみつ
けよ．

以下に PCSG問題（最適化問題）の簡単な例を与える．

例 2 (確率的な提携構造形成問題). 例 1の CSG問題におい
て，各エージェントの提携への参加の有無（確率）を

f(a1) = 0.8, f(a2) = 0.5, f(a3) = 0.3

とする．表 1に各提携構造CSで得られる利得の期待値Ve(CS)

を示す．例えば，例 1における最適な提携構造 {{a1}, {a2, a3}}
における期待値は式 (12)-(13)より，以下のように計算される．

Ve(CS) = v({a1}) · f(a1) + v({a2, a3}) · (f(a2) · f(a3))

= 2 · 0.8 + 9 · (0.5 · 0.3) = 2.95

しかし，表 1より，PCSG問題における，期待値が最大とな
る提携構造はCS∗ = {{a3}, {a1, a2}}となり，このとき，得ら
れる利得の期待値は Ve(CS∗) = v({a3}) ·f(a3)+v({a1, a2}) ·
(f(a1) · f(a2)) = 2 · 0.3 + 8 · (0.8 · 0.5) = 3.8となる．

CSGとPCSGの違いとして，特性関数が優加法性を満た
すとき，CSGでは全体提携が最適な提携構造になるのに対し，
PCSGでは，以下の性質に示すように，必ずしも全体提携が
最適な提携構造になるとは限らない点が挙げられる．

性質 2. 確率的な提携構造形成 PCSG = ⟨A, v, f⟩において，
特性関数 v が優加法性を満たすとき，全体提携が最適な提携
構造になるとは限らない．

例えば，例 2のPCSG問題における，全体提携の利得を以
下のように v({a1, a2, a3}) = 14に変更した問題を考える．

f(a1) = 0.8, f(a2) = 0.5, f(a3) = 0.3,

v({a1}) = 2, v({a2}) = 3, v({a3}) = 2,

v({a1, a2}) = 8, v({a1, a3}) = 7, v({a2, a3}) = 9,

v({a1, a2, a3}) = 14.

この例では，特性関数 v は優加法性を満たしている．このと
き，CSG では，性質 1 より，全体提携 CS = {a1, a2, a3}
が最適な提携構造となる．また，このとき得られる利得の期
待値は Ve(CS) = v({a1, a2, a3}) · (f(a1) · f(a2) · f(a3)) =

14 · (0.8 · 0.5 · 0.3) = 1.68となる．しかしながら，PCSGで
は，例 2で示したように，最適な提携構造，すなわち，得られる
利得の期待値が最大となる提携構造はCS∗ = {{a3}, {a1, a2}}
であり，得られる期待値の値は Ve(CS∗) = 3.8となる．
このことは，CSG問題における特性関数が優加法性を満た

しているとき，その解（最適な提携構造）は多項式時間で求解
可能であるのに対し，PCSG問題では，その計算複雑度は同
じ，すなわち，NP-完全のままであることを意味している．
最後に，PCSG問題が 0-1整数計画問題として定式化可能

であることを示す．以下に，例 2の問題を 0-1整数計画問題と
して記述したものを与える．ここで，制約及び変数に関する式
(15)-(18)は CSG問題のときと同じように記述可能である．

表 1: 確率的な提携構造形成問題の例．
提携構造 CS 期待値 Ve(CS)

{{a1}, {a2}, {a3}} 3.7

{{a1}, {a2, a3}} 2.95

{{a2}, {a1, a3}} 3.18

{{a3}, {a1, a2}} 3.8

{a1, a2, a3} 1.2

0-1整数計画問題
PCSG 問題は，CSG 問題のときと同様に，0-1 整数計画

問題として表現可能である．この問題は，CSG問題における
目的関数に，確率を加えることにより定式化可能である．

max. (0.8 · 2) · a1 + (0.5 · 3) · a2 + (0.3 · 2) · a3+

(0.8 · 0.5 · 8) · a12 + (0.8 · 0.3 · 7) · a13+

(0.5 · 0.3 · 9) · a23 + (0.8 · 0.5 · 0.3 · 10) · a123 (14)

s.t a1 + a12 + a13 + a123 = 1, (15)

a2 + a12 + a23 + a123 = 1, (16)

a3 + a13 + a23 + a123 = 1, (17)

a1, a2, a3, a12, a13, a23, a123 ∈ {0, 1}. (18)

4. 考察
本論文では，PCSGにおける，得られる利得の期待値の計

算仮定において，ある提携Cが成立するときに得られる利得を
v(C)，提携が成立しない場合の利得を 0としている（式 12）．
ここでは，得られる利得の期待値の別の計算方法を提案し，考
察する．具体的には，式 (13)の代わりに以下の式を考える．

V k
e (CS) = minC′∈2A{Ve(CS \ C′)}, |C′| = k. (19)

式 (19)は，提携が成立しない場合の利得を 0とするのではな
く，k 人のエージェントが提携に参加できなかった場合でも，
残りのエージェントにより形成される（成立する）提携構造に
おいて，最低限保証される利得の期待値を計算している．こ
こで，nをエージェント数とし，kの値は不参加の人数を表す
(0 ≤ k ≤ n)．k = 0の場合は，全員が参加しているので，式
(19)は従来の計算方法である式 (13)と同じになり，k = nの
場合は，誰も参加していないので，得られる利得は 0となる．
例 2の問題を用いて，その計算方法を説明する．ここでは，

全体提携 CS = {a1, a2, a3}における，得られる利得の期待値
を計算する．まず，k = 0のとき，既に示したように，得られ
る利得の期待値は V k=0

e (CS) = 1.2 となる．次に，k = 1 の
とき，すなわち，任意の 1人が参加しなかったときの，最低限
保証される利得の期待値は以下のように計算される．

V k=1
e (CS) = min{(9·(0.5·0.3)), (7·(0.8·0.3)), (8·(0.8·0.5))}

= min{1.35, 1.68, 3.2} = 1.35

エージェント a1 が現れなかった場合，残りのエージェントに
より形成される提携構造は {a2, a3} となり，得られる利得の
期待値は (9 · (0.5 · 0.3)) = 1.35となる．同様に，a2 が現れな
かったとき，すなわち，提携構造 {a1, a3} において，得られ
る利得の期待値は (7 · (0.8 · 0.3)) = 1.68となり，a3 が現れな
かったときの値は 3.2となる．以上より，任意の 1人が現れな
かったときに保証される利得の期待値は 1.35となる．最後に，
表 2に異なる k の値における，各提携構造で保証される利得
の期待値を示す（k = 3のとき，すべての CS で値は 0）．
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表 2: 最低限保証される期待値．
CS V k=0

e (CS) V k=1
e (CS) V k=2

e (CS)

{{a1}, {a2}, {a3}} 3.7 2.1 0.6

{{a1}, {a2, a3}} 2.95 1.35 0.6

{{a2}, {a1, a3}} 3.18 1.68 0.6

{{a3}, {a1, a2}} 3.8 2.1 0.6

{a1, a2, a3} 1.2 1.35 0.6

5. 関連研究

提携構造形成問題と類似したフレームワークにチーム編成
問題 [10]がある．チーム編成問題とは，異なるスキルをもつ
エージェントの集合から，与えられたタスク集合が達成可能
となるような部分集合（チーム）を編成する問題である．両者
の違いとして，前者は完全集合分割問題と等価な問題であり，
後者は，ある集合 Aと，その部分集合の族 AF が与えられた
とき，A の要素をすべてカバーする AF の部分集合は存在す
るかという集合被覆問題 [7]と等価な問題である．チーム編成
に関する既存研究では，例えば，チーム編成問題に確率を導入
し，すべてのタスクが達成可能となるように期待値を最大化す
るようなチーム編成に関する研究 [10]や，チーム内での各メ
ンバーの振る舞いに着目した研究 [13]等がある．一方，提携
構造形成問題に関する既存研究では，著者らが知る限り，不確
実なエージェントの振る舞いに着目した研究は少なく，本論文
が提案するような，各エージェントの提携への参加の有無が確
率で与えられている提携構造形成問題の研究はほとんどない．
その他にも，ロボティックス分野では，いくつかのロボット

が効率的に共同作業を行うために，各ロボットの振る舞いに着
目した研究 [6]や，各ロボットのモジュールにおけるエラーの
発生率に着目し，全体でのエラー発生率を制限するようなマル
チ・ロボットチーム編成に関する研究 [9]等がある．

6. 結言

提携構造形成問題とは，与えられたエージェントの集合を，
社会的余剰が最大化されるように，いくつかの提携（グルー
プ）に分割する問題である．実世界におけるエージェントの振
る舞いは不確実な要素を多く含んでおり，提携成立の能否を考
えることは重要である．本論文の主な貢献を以下に挙げる．

• 提携構造形成 (CSG) 問題において，各エージェントの
提携への参加の有無が確率により与えられている，不確
実性を考慮した，確率的な提携構造形成 (PCSG) 問題
のフレームワークを定義した．さらに，PCSG問題にお
ける決定問題及び最適化問題を紹介した．また，PCSG

問題は，CSG問題と同様に，0-1整数計画問題として定
式化可能であることを簡単な例を用いて示した．

• CSG 問題では，特性関数が優加法性を満たすとき，全
体提携が最適な提携構造になるが，PCSG問題では，こ
の性質が成立しないことを示した．

今後の課題として，PCSG問題における効率的なアルゴリ
ズムの開発が挙げられる．具体的には，各エージェントの確率
を基にエージェント間の優先順位を決定し，擬似木 [4]と呼ば
れる制約最適化問題で広く用いられているグラフ構造を生成し，
制約最適化アルゴリズムを用いて問題を解く．また，PCSG

の実問題への応用として，看護師の勤務グループ [2]や災害派

遣医療チーム (DMAT) 編成 [15] 等を考えている．その他に
も，考察で述べたように，任意の k人が参加できなくても，残
りのエージェントにより，得られる利得の期待値の計算方法の
導入や，これに伴う計算複雑度の解析等が挙げられる．
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