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In Generative Theory of Tonal Music, two kinds of tree structure appears: time-span tree and prolongation
tree. Since these diagrammatic representations are not easy to handle, we consider to represent them in a formal,
algebraic way. First, we need to fix the height of branch conjunction, that has been rather arbitrarily depicted,
by the notion of Maximal Time-Span (MTS). Then, we represent the height in matrix; thus, we can treat trees
as an element of linear algebra. In addition, various arrangements on tree can be represented in another linear
transformation. Furthermore, the transformation from time-span tree to prolongation tree will also be represented
by a formal procedure.

1. はじめに

Generative Thoery of Tonal Music (GTTM)[5] において
はタイムスパン木 (Time-span tree)と延長的簡約木 (Prolon-

gational tree) という二種類の木構造が楽曲から構成される．
この木の書法においては，右分岐と左分岐に厳密な区別があ
り，かつ延長的簡約木のほうではさらに和声的制約において枝
の接点に特定のマークが付けられる．延長的簡約木はタイムス
パン木を再構成することで生成されるが，その際，楽曲のある
区間で次に「重要な」ピッチイベントを選択するという操作が
あり，この重要度は枝の接点の高さで測られる．しかしながら
GTTMにおいては木の枝の接点の高さは極めて恣意的に残さ
れたままである．本稿では木の書法において厳密な制限を与
え，木の編成と整形においてはすべて代数的に確立された方法
でできることを示す．

2. タイムスパン簡約と延長的簡約

まずグループ解析の結果，グループ境界の構成が階層的であ
るため，このタイムスパン分析も階層性をなし，その結果タイ
ムスパン木は一つの代表音を頂点として階層的に重要度を帯び
ることになる．図 1 においてはレベル a にある音が最も重要
で，その下位にレベル b，さらに下位に cがあると考える．逆
に言うと，このレベルに従って曲の構造を簡約化 (reduction)

していくのがタイムスパン簡約である．簡約の過程においては
レベルが上るにつれて曲は簡素化・抽象化され，オリジナルか
ら遠ざかることになる．こうした簡約化が可能であるという仮
説を強簡約仮説 (strong reduction hypothesis)と呼ぶ．この
主張の背後には，聴者は音楽のすべての音の中から音楽の骨
格を形成するように音を集めて心理的に構成するものであり，
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図 1: マタイ受難曲 ‘O Haupt voll Blut und Wunden’のタイ
ムスパン簡約 [5, p. 115]

その過程では自然に音に重要度の差異をつけ，重要な音が根幹
構造を作る一方で，重要でない音はその根幹構造の中への単な
る挿入音とするという考え方がある．
実際の楽曲をタイムスパン簡約する例を図 1に示す．表層構

造である楽譜を簡約していくと順に Level d，Level c，Level

b，Level a のピッチイベント列が得られる．例えば Level cか
ら Level bへの簡約に注目すると，Level cにある 5つのピッ
チイベントが Level bに簡約されると 2番目と 3番目のピッチ
イベントが捨象される．このように，簡約できる (reducible)

枝は末端の従属する枝だけである．
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図 2: タイムスパン木の例

3. 木の表現

タイムスパン木および延長的簡約木を毎回グラフィックに表
示していたのでは，テキスト処理も不可能であるし，木の木
としての構成要件，すなわち木構造が整合的な構造をしてい
るかどうかも明らかではない．さらに木を数学的演算の対象
として表現しておけば代数的な操作において木の変形が可能
になる．まず，二分木のトポロジーをナイーヴに表現するには
二つのピッチイベントの並びを括弧で示し，そのうちのどち
らがヘッドであるかを示せばよい．このヘッドの表示を例えば
‘†’(dagger) で表せば，CEF♯DG という音の並び（図 2）に
対して，

(C†(E†F♯))(DG†)†

と表現しておけば足りる．
しかしながら，この表記は各ピッチイベントの音価（dura-

tion）と，それに関係して木の枝の接合点の，木全体の高さに
対する相対的位置において曖昧である．よってここでは音価に
対応する概念を木の表現に加えることを試みる．
各ピッチイベントの最長タイムスパン (Maximum Time-

span; MTS)とはあるピッチイベントが最も支配的である時間
区間の長さである [1, 2]．すなわち最も弱いピッチイベントの
MTSはその音符の音価であるし，木構造の頂点に立つピッチ
イベントのMTSはその木構造に相当する楽曲の長さ分に相当
する．
楽曲の時間区間の長さはスコア上の拍数でも小節数でも数

えることができるが，本稿では簡単のため拍数とする．MTS

の長さはこのため離散的な整数値になる．一方，木構造全体の
長さを 1として，部分木に相当するMTSの値を相対化し，各
ピッチイベントに相当するMTSを 1以下の分数で表示するこ
とも可能である．ここで次の定義を設けることにより，枝の接
合点の高さの恣意性を排除する．

枝の接合点の高さはその枝のMTSの木全体のスパ
ンに対する相対値であるとする．

この制約は枝の接合点が認知的にMTSを連想できるようにす
るためである．
図 3 は MTS を並べることにより木の表示を行ったもので

ある．図では G, C の左端（MTSの開始時点）がそろってい
ること，C, E，F♯の右端（MTSの終了時点）とDの左端が
そろっていることが縦の点線で示されているDと E をどちら
を高く書くかについては，横棒の長さ (MTS)において枝の接
点が示されていると考えると，どちらか一意に決まる．すなわ
ち図 2 の場合であれば D と E は同じ高さに書かれるべきで
ある．

図 3: MTSによる木の表示

4. Maximum Time-span を用いた木の行
列表現

高さの拍数による表示 木の行列表現は [3]において提案され
ているが，これは単純に木の深さを整数値で順序づけしたもの
であった．これに対して本稿ではMTSの値を陽に言及するこ
とで枝の接着点の高さと各音の音価（ただし随伴する休符を含
む）を表現している．

M =



C E F♯ D G

C 0 0 0 0 2

E 1 0 0 0 0

F♯ 0 .5 0 0 0

D 0 0 0 0 1

G 0 0 0 0 4


図 4: 木の行列表現

図 4 においては C,D,E, F♯,G の各音がこの順序に並び
1, 0.5, 0.5, 1, 1（拍）である．仮りにこの並びを 4/4拍子 1小
節とするならば，一拍は四分音符，0.5拍は八分音符である．と
ころが E が F♯を支配するために E のMTSは 0.5+ 0.5 = 1

であり，1の高さで C に帰属する．さらに C は E,F♯合わせ
てMTSが 2で Gに帰属する．最後 Gは自分自身にMTS 4

で帰属しているとする．
なお木の枝の接合点の高さについては，[4]において次のよ

う提案されている．

• MTSが 2n 拍 ≤ Ln < 2(n+1) 拍となる高さのレベル Ln

を決定する．

• なお，カデンツを含む木のMTSは egg等で接合されて
いるイベントや従属されているイベントも含めて MTS

を計算する．

この定義のように音価に対応する MTS を用いたことによ
り，木の接合点の高さの曖昧性を解消し，カデンツを考慮した
安定的な簡約結果を生み出すことに成功した．これは文献 [3]

のように木の深さを順序で表したものより，似たような音価や
MTSを同じ高さレベルに扱うことで木の安定性の面で整合性
を取ることができた．一方で高さレベルを決定するのに 2 の
累乗を用いているため，2拍子や 4拍子の楽曲にしか用いるこ
とができないという欠点があった．
本論文では音価の相対値を用いて楽曲の拍子を一般化し音

価に相当する値を高さレベルの決定に用いることで音楽的にも
数学的にも扱いやすいものとなっている．
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高さの相対化 以下は木全体の高さを 1として，各枝の接合
点の高さを相対化した行列である．



C E F♯ D G

C 0 0 0 0 1/2

E 1/4 0 0 0 0

F♯ 0 1/8 0 0 0

D 0 0 0 0 1/4

G 0 0 0 0 1


図 4 からは各ピッチイベントが持っていた音価が計算でき

ることを示そう．行列の F♯, D の列を見ると要素がすべてゼ
ロであることから，これらのピッチイベントは自身に従属する
枝を持たない．したがって E, D が他の枝に帰属する高さが
そのまま元の音価である．さらに F♯ の音価がわかれば，F♯

の帰属する E のMTSから E の元の音価も 1/4− 1/8 = 1/8

と計算できる．これらの計算を再帰的に行うと，以下のように
音価を計算できる．

C E F♯ D G

1 .5 .5 1 1

以上の議論は休符は仮定していないが，休符はそれが帰属する
ピッチイベントの音価に含めると考えることにする．
木の整合性条件 ここでは行列表現が一意の木を保証するた
めの条件を考察する．いま p1, p2, · · · , pn をピッチイベントの
時系列であるとする．またこのインデックス iによって構成さ
れる行列の要素を cij とし，pi が pj に接合する高さを表すも
のとする．

1. 各枝が必ず他の枝一つに帰属しなければならない．木を
表す行列は行列の行の置換，あるいは列の置換のみによっ
て対角行列に変形できる．この対角行列は列または行の
定数倍のみによって単位行列に変形できる．

2. pi (i = 1, · · · , n)に対して i ≤ j < k ≤ l とする． この
とき {cjk, ckj} > 0ならば {cjk, ckj} < {cil, cli}である．
すなわち下方の部分木のMTSは上方の部分木のMTSよ
り小さい．

3. さらにグループの階層性，すなわちグループは重複せず，
隙間を空けず，上位グループ長は下位グループ長の和に
なっていることを要請する．これは与えられた木の行列
から各ピッチイベントの元音価が（帰属する休符分含め
て）一意に計算できることによる．

木の編集 木に対する操作のいくつかは木の行列に対する線
形変換で表すことができる．

reduction 木の第 k列がすべてゼロのとき，すなわち帰属す
る他の枝がなく，pk が reducibleであるとき，単位行列
から (k, k)成分をゼロにしたもの (図 5 左)．を左からか
けると第 k ピッチイベントの reductionになる．

flip cij の値を cji に転置することによって pi と pj の枝の帰
属関係を反転し，flipを実現できる (図 5右)．この操作を
reducible（下に帰属する枝のない）な枝からボトムアップ
に再帰的に連鎖することにより，楽曲の逆行 (retrograde)

を実現する．


· · · k · · ·

...
. . .

...

k · · · 0 · · ·
...

...
. . .




· · · i · · · j · · ·
...

. . .
...

...

i · · · 0 · · · 1 · · ·
...

...
. . .

...

j · · · 1 · · · 0 · · ·
...

...
...

. . .



図 5: reductionと flip

5. 延長的簡約への基礎
枝の到達可能性 いま i < j < kとするとき，cij > 0, cjk > 0

であるということは，pi は pj に接合し，pj は pk に接合して
いることを意味する．するとインデックス jを媒介して piは 2

ステップで pk に従属することがわかる．いま簡単のため，行
列の要素が正であるときを 1 と書き 1 + 1 = 1 のブール値に
よる行列のかけ算を定義する．図 4 の M を 2 回かけ合わせ
ると，

M2 =


0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1


2

=


0 0 0 0 1

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1


となり，C, E, D, Gが 2ステップで Gに吸収されることが
わかる．またM3 = (0 | 1) (0は 5行 4列のゼロ行列，1は
長さ 5の列ベクトル) により，すべての枝が Gに従属するこ
とがわかる．すると，

M̃ ≡
n∑

k=1

Mk = M +M2 + · · ·+Mn

はある枝が上方に向かって従属接続する枝のすべてを表示する
ことができる．
延長的簡約への基礎 いま和声解析によってC,E, F♯,D,Gの
音列に

v = (IV, 0, 0,V, I)

という機能が見つかったとしよう．ここで IVはサブドミナン
ト，Vはドミナント，Iはトニックとし，0は特定の和声機能
を持たないことを示す．このとき，行列とベクトルの演算

Mv = (I, IV, 0, I, I)

は C,Dがそれぞれ Iに，E が IVに従属することを意味する．
またM2 に対してこの操作を行うと，

M2v = (I, I, 0, I, I)

より，E も上層部では機能 Iに吸収されることを意味する．も
ちろん，M3ではすべてのピッチイベントが Iの影響下にある．

M3v = (I, I, I, I, I)

この和声機能下の影響をすべてのレベルの音に再帰的に割
り当てるためには，M̃ に v をかければよい．

M̃v =


I

IV + I

I

I

I
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本研究では，この行列とベクトルの間の足し算を安定性 (stable-

ness; sbl)

IV + I ≡ sbl(IV, I)

により定義する．安定性とは GTTMの延長的簡約において，

単純進行 (progression) 和声の変化
弱延長 (weak prolongation) 同じ和声のバス変化
強延長 (strong prolongation) 同じ和声，同じバス

とするとき，(1) 分岐条件（右分岐の強延長 > 右分岐の弱延長
> 右分岐の進行，左分岐の進行 > 左分岐の弱延長 > 左分岐
の強延長）， (2) ダイアトニックセット条件，(3) メロディー
条件, (4) 和声条件で決まるものである．タイムスパン木から
延長的簡約木の編集とは，以上の安定性条件により，最も安定
度の高い枝に接合をし直す作業である [5, p. 223]．

いま簡単な例として C,G,C という音列に対して，

M1 =

0 0 2

1 0 0

0 0 4

 , M2 =

0 0 2

0 0 1

0 0 4


という二種類の木を考え，さらにこの音列が I, V, Iの機能を
持つものとする．このとき M̃1, M̃2 に対して v = (I1,V, I2)

をかけ合わせると安定性を評価することができて，

M̃1v =

0 0 1

1 0 1

0 0 1


I1
V

I2

 =

 I2
sbl(I1, I2)

I2



M̃2v =

0 0 1

0 1 1

0 0 1


I1
V

I2

 =

 I2
sbl(V, I2)

I2


のうち，sbl(X,Y )の比較とともに，M̃1vと M̃2vの比較も可
能となる．
このアルゴリズムは，枝の接合の高さが明確になったことに

よって実現可能であるが，上記安定度評価においては評価基準
が複数あるためにパラメータによる重みづけが必要である．
ここで延長的簡約木を線形に表記する方法として二次記法

(secondary notation)を導入しておく．二次記法は木に代えて
直接音符と音符をスラ―で結ぶ記法であるが，強延長では点線
のスラ―，弱延長と進行では実線によるスラ―を木の枝接合に
合わせて階層的に書く方法である（図 6）．
二次記法への応用 二次記法はやはり行列表記が可能で，図 6

に対しては，図 7のような行列が可能であるが，さらに各接点
に p(progression), w(weak prolongation), s(strong prolon-

gation)をタグ付けしたものである．

図 6: 二次記法 [5, p. 202]



F♯ H A G F♯ E E F♯

F♯ 0 0 0 0 0 0 0 (8, s)

H 0 0 (1, p) 0 0 · · ·
A (3, w) 0 0 0 0 · · ·
G 0 0 0 0 (2, p) · · ·
F♯ 0 0 0 0 (5, s) · · ·

E
...

...
...

...
...

. . .

E

F



図 7: 二次記法の行列表現

6. おわりに

本稿においては GTTMにおける木構造の行列表現を考え，
その間の演算や和声情報のベクトルとのかけ算がどういう意味
を持つか考察した．今後は図 4 から安定性の数値比較と代数
的な操作のみで図 7を求めるシステムを実装する．
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