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In this paper, we discuss a classification method for high-dimensional data based on a low-rank basis matrix
identified by Masked Non-negative Matrix Factorization (Masked-NMF), where a mask matrix works as a structural
constraint on the basis to be obtained. Given a training dataset (samples) with class labels, we first try to construct
a mask matrix reflecting the class information. Intutively speaking, the mask consists of boolean vectors each of
which corresponds to a set of original features frequently cooccuring in the samples with a certain class label. By
Masked-NMF with the mask, we can obtain a low-rank basis in which each basis vector has the same strucure as its
corresponding mask vector’s. Thus, each basis vector is associated to some class for which its mask is constructed.
As a data with unknown class label can be approximated as a linear combination of the basis vectors, the weighting
would provide us a useful hint on which class it could belong to. We present a method of classification based on
this idea.

1. はじめに
本稿では，非負実数の高次元ベクトルとして与えられるデー

タを対象としたクラス分類問題のための次元圧縮手法について
議論する．
クラス分類は，機械学習における主要なタスクのひとつで

あり，クラスラベルが既知のデータ (オブジェクト)集合をも
とに，クエリとして与えられたクラスが未知のデータが属する
適切なクラスを予測する教師あり学習問題のひとつとされてい
る．その身近な具体例として，文書分類 [1]，手書き文字の認
識 [2]，音楽のジャンル分類 [3] 等が挙げられる．
機械学習の様々なタスクにおいて，対象となるデータが高

次元ベクトルで表現される場合，次元の呪いを回避すべく，一
般には次元圧縮が不可欠である．こうした処理を経ずに満足
のいく学習結果を得ることは困難であり，通常，高次元データ
は，何らかの情報を (できるだけ)保存したまま，より低次元
に近似された後に処理される．PCA [4]や SVD [5]をはじめ
とする様々な次元圧縮手法が知られているが，近年，非負値
データを対象とした非負値行列因子分解 (NMF: Nonnegative

Matrix Factorization)が注目されている [6]．その一番の特徴
は，元の高次元空間のデータが，(より少数の) 非負値基底ベ
クトルの非負重みによる線形結合として近似される点にある．
すなわち，ここでの基底ベクトルをひとつの部品と捉えると，
元のデータは幾つかの部品の加算のみで近似され，減算がない
という意味で自然な解釈を与え得るものと期待できる．
データを解釈する立場から NMF は極めて望ましい特徴を

有する次元圧縮手法であるが，個々の部品 (基底ベクトル)に
対するより明確な意味付けができれば，その有用性はさらに増
すと考えられる．例えば，クラス分類問題を考えた場合，各部
品がそれぞれ特定のクラスに特徴的なものであれば，部品の線
形和によるデータ x の近似表現は，x がどの様なクラスの部
品をどの様な重要度で用いて構成されているかを表すものと
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なり，そのデータが属するクラスを予測する際の有用な情報と
なることが期待できるであろう．つまり，x の近似表現におい
て，あるクラス c に関する部品の重みが他と比べて大きな場
合，x のクラスは c であると考えるひとつの根拠となろう．
本稿では，こうしたクラス分類に有用な次元圧縮を，マス

ク制約付き非負値行列因子分解 (Masked-NMF: Masked Non-

negative Matrix Factorization) [7] の枠組みを基礎に実現す
ることを試みる．マスク制約は，次元圧縮により得られる各基
底ベクトル (部品)の構造を明示的に定めるものであり，元の
高次元空間で観測される各クラスにおける属性間の共起関係を
マスクに反映させることで，それぞれのクラスに関連した部品
群を得ることが可能となる．

2. 非負値行列因子分解
非負実数の m次元列ベクトルで表現されるデータ (オブジェ

クト) xi ∈ Rm
+ (i ∈ {1, . . . , n}) から成る，m × n の非負値

行列 X = (x1 · · · xN ) を考える．X の非負値行列因子分解
(NMF: Nonnegative Matrix Factorization)とは，W ∈ Rm×k

+

H ∈ Rk×n
+ なるふたつの非負値行列 W と H の積により X

を近似する操作である．すなわち，

X ≈WH (1)

であり，W を基底行列，H を係数行列 と呼ぶ．ここで 基底
ベクトルの数を表すパラメータ k ∈ N+ は通常ユーザが設定
する．

W = (w1 · · ·wk) とすると，式 (1)より，各データ xj は，

xj ≈
k∑

i=1

wihij (2)

となり，xj は W を構成する各基底 (列)ベクトル wi を hij

で重み付けした線形結合として近似されることがわかる．つま
り，H = (h1 · · ·hn) の第 j 列ベクトル hj は，j 番目のデー
タ xj を近似する際の各基底に対する重みベクトルを与える．
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一般に k < min{m,n} と設定することで，m 次元空間の
データがより低次の k 次元空間のデータとして近似されるこ
とから，次元圧縮が実現される．
近似の度合いは多くの場合，行列のフロベニウスノルム ∥ · ∥F

を用いて ∥ X − WH ∥2F により評価される．よって，所与
の X に関する非負値行列因子分解は，非負性制約のもとで
∥ X −WH ∥2F を最小化するW および H を求める最適化問
題として定式化される．
この最適化問題に対する真の最適解を得ることは困難である

ことから，次に示す局所最適解を得るための乗法的更新式 [6]

が広く知られている．

Hij ← Hij
(WTX)ij

(WTWH)ij
(3)

Wij ←Wij
(XHT )ij

(WHHT )ij
(4)

ここで，行列 A について，その (i, j) 成分を Aij と表す．
実際の NMF の計算処理では，最初に W と H の各成分を

適当な値によって初期化し，式 (3) と (4) を用いてそれらを交
互に繰返し更新する．これらの値は更新処理に伴い非増加であ
ることが示されていることから，値が収束した後，もしくは，
十分な回数の更新が行われた後のW と H が局所最適解とし
て出力される．しかし，これら更新式は行列積演算を含むこと
から，高次元かつ大規模なデータ行列に対する繰返し計算の負
荷は大きい．また，W と H の初期値設定が，得られる局所
最適解の品質や収束速度に大きく影響するという問題もある．

2.1 マスク制約付き NMF
先に述べた通り，NMF により，高次元データ行列 X の各

データは，より少数の基底ベクトル (部品)の非負重みによる
線形結合で近似される．基底ベクトルの加算のみでデータを表
現できることは，データの自然な解釈を得る上で極めて有用で
あり，これが次元圧縮に NMF を用いる一番の利点と言って
も過言ではない．
一方，上述した標準的な NMF の枠組みにおいて，解釈の

もととなる部品群を定める W に関する制約は非負性のみであ
り，次元圧縮後の基底ベクトル (部品)数 k 以外に構造的な制
約は一切ない．しかし，W の各基底ベクトルは，その部品に
おける元の高次元空間を定める属性の重要度を示すものであ
り，W の構造は部品そのものの解釈に大きく影響する．よっ
て，データのより良い解釈を得るためには，従来の非負性に加
え，何らかの構造的な制約を W に課すことが望ましい．
そのひとつのアプローチとして，マスク制約付き非負値行列

因子分解 (Masked-NMF: Masked Nonnegative Matrix Fac-

torization) が提案されている [7]．
所与のデータ行列 X ∈ Rm×n

+ と 圧縮次元数 k について，
Masked-NMFでは，W と同じ型のブール行列M ∈ {0, 1}m×k

を用いて X ≈ (M ⊙W )H なる X の近似を考える．ここで
M をマスク行列と呼び，⊙ は行列のアダマール積 (成分毎の
積)を表す．すなわち，元のデータを近似する際に用いる部品
は，(M ⊙W ) の列ベクトル pj として与えられ，その構造は
マスク行列 M の対応する列ベクトルmj に従う．つまり，pj

で非零の値をとれる成分は，対応する mj の成分が必ず 1 で
なければならない．この様に，マスク行列は，次元圧縮後の基
底行列の構造を明示的に制約するものであり，そこにユーザの
興味を反映させることで，各部品に何らかの意味を持たせるこ
とが可能となる．

標準的な NMF と同様，Masked-NMF も，非負性制約のも
とで ∥ X − (M ⊙W )H ∥2F を最小化する W および H を求
める最適化問題として定式化され，次に示す局所最適解を得る
ための乗法的更新式が与えられている [7] ∗1．

Hij ← Hij
((M ⊙W )TX)ij

((M ⊙W )T (M ⊙W )H)ij
(5)

Wij ←Wij
(M ⊙ (XHT ))ij

((M ⊙W )HHT )ij
(6)

式 (5) および (6) による繰返し更新処理で得られる W と
H がその初期値設定に影響される点は，標準的な NMF と同
様である．

3. クラスラベルを反映したマスク制約付き
NMF によるクラス分類

本節では，Masked-NMF の枠組みを利用したクラス分類手
法について議論する．

3.1 基本アイデア
前節で述べた通り，Masked-NMF では，適切なマスク行列

を用意することで，次元圧縮後の基底ベクトル (部品)にユー
ザの意図を反映させることができる．所与のデータ x は，こ
れら部品群の非負重みによる線形結合として近似されるが，こ
のことは，x を構成する部品群とそれらの重要度がわかるこ
とを意味する．よって，各部品が特定のクラスに深く関わるも
のであれば，こうした近似表現によって，データ x が属する
クラスに関する有用な情報が得られると期待できる．例えば，
x の近似表現において，あるクラス c に関連する部品の重み
が他と比べて大きな場合，x はクラス c に属すると考えるこ
とは極めて自然であろう．
本稿では，上記の考え方に基づくクラス分類手法を提案す

る．具体的には，クラスラベルが既知の (高次元)データ行列
X を訓練データとし，Masked-NMF によりX ≈ (M ⊙W )H

なる，基底行列 W と 係数行列 H を求める．ここで M は，
訓練データの各クラス毎に共起頻度の大きな属性集合族を抽出
することで，その次元数 (基底ベクトル数)を含めて自動的に
構築するものとする．
こうして得られた W をもとに，クラスが未知の (高次元)

データ x の近似表現，すなわち，x ≈Wh における係数 (列)

ベクトル h を求め，そこでの最大重みを有する部品 (基底ベ
クトル)が関係するクラスを，x が属するクラスであると予測
する．
以下では，これら処理の詳細について議論する．

3.2 クラスを反映したマスク行列
ここでは，分類タスクに有用な次元圧縮を実現すべく，デー

タに付与されたクラスラベル情報をもとに，圧縮後の基底行列
の構造を制約するマスク行列を自動構築する手法を与える．

NMF を用いた次元圧縮により得られる各基底ベクトルは，
一言で述べると，関連するいくつかの属性群をひとつの部品と
してまとめたものである．あるデータにおいてその関連性が観
測される場合，その部品はデータを近似する際に大きな重みの
もとで使われる．よって，あるクラスのデータを近似する際に
主に使われる部品は，そのクラスにおいて関連性が観測され
る属性群をもとに構成すればよい．具体的な関連性としては，

∗1 実際の文献 [7] では，罰則項を含めた目的関数の最小化問題を議
論しているが，以降の議論では不要なためここでは除外している．
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各属性を確率変数とみなした場合の統計的な相関や，データ中
の属性の有無に着目した共起度などが挙げられる．以下では，
文書データ等の扱いに馴染む後者について議論を進める．

m 次元 (非負)列ベクトル x について，その第 ℓ 成分を，x

の第 ℓ 属性 Aℓ の値と考え，これを Aℓ(x) で参照する．すな
わち，x = (x1 · · ·xm)T とすると，Aℓ(x) = xℓ である．特に，
Aℓ(x) が非零の時，x は属性 Aℓ を有する，あるいは，属性
Aℓ は x に関連すると言う．
いま，m 次元 (非負) 列ベクトル xi から成るデータ行列

X = (x1 · · ·xn) について，属性 Aℓ が関連する列ベクトルの
集合を VAℓ(X) で参照する．つまり，

VAℓ(X) = {xi | xi in X,Aℓ(xi) > 0}

である．
X における属性 Ai と Aj について，それらの共起度を

CoOccX(Ai, Aj) と表記し，

CoOccX(Ai, Aj) =
|VAi(X) ∩ VAj (X)|

n

と定義する．共起度は区間 [0, 1.0] の値をとり，両属性が共に
関連する X 中のベクトル集合が多いほど大きな値をとる．
いま，共起度の下限閾値を δ とし，各属性を頂点，共起度

が δ 以上の (異なる)属性間を辺で接続した m 頂点の無向グ
ラフ

Gδ = ({Ai}mi=1, {(Ai, Aj)|CoOccX(Ai, Aj) ≥ δ, i ̸= j}).

を考える．すると，Gδ のクリーク (完全部分グラフ) は，共
起度が互いに閾値以上である属性集合を与え，特に，クリー
クがある程度の大きさを有する場合は，その属性集合に関連
するデータが X 中にそれなりの数存在することを期待でき
る．よって，Gδ の極大クリークを構成する属性集合をもとに
基底ベクトルを作成すれば，X を近似する際の有用な部品と
なろう．

Masked-NMF による次元圧縮でこうした基底ベクトルを得
るためには，比較的サイズが大の極大クリークを構成する属
性集合 Q に対応するブーリアンベクトル bQ = (b1, . . . , bm)T

をマスク行列の列ベクトルとすればよい．ここで，

bi =

{
1, if Ai ∈ Q
0, otherwise

(7)

である．
所与のグラフにおける極大クリークは一般に多数存在する

が，サイズが大きなものは比較的少数である．ここでは，特に，
X 中の一定の割合以上のデータと実際に関連する極大クリー
ク族 ∗2 をもとに，マスク行列を作成するものとする．よって，
圧縮後の次元数 k をユーザが明示的に事前に与える必要はな
い．なお，極大クリークの抽出処理については，大規模グラフ
においても実用上十分高速に動作するアルゴリズムが既にいく
つか提案されている (例えば [9])．
本稿では特に，クラス分類タスクに有用な次元圧縮を考え

るため，クラスラベル情報を付与されたデータ行列 X をクラ
ス毎に分割し，各部分データ行列に対して上述した処理を行な
うものとする．

∗2 これは，X をトランザクションデータと見做した場合の，極大頻
出パターン [8] の一部に相当する．

具体的には，m 次元列ベクトル xi から成る非負値データ
行列 X = (x1 · · · xn) ∈ Rm×n

+ について，各 xi には，クラ
スラベル集合 CL = {C1, . . . , Cℓ} 中のひとつのラベルが付与
されていると仮定し，それを class(xi) で参照する．こうした
クラスラベルの情報をもとに，X を各クラス毎の部分データ
行列 XC1 , . . . , XCℓ に分割する．ここで，XCi は列ベクトル
の集合 {x ∈ X|class(x) = Ci} を行列表現したものである．
先の手順に従い，各データ行列 XCi に対して，属性を頂

点とする共起度に基づく無向グラフ GCi,δ を構築し，そこで
の (サイズ大の) 極大クリーク族をもとに (部分) マスク行列
MCi ∈ {0, 1}

m×kCi を作成する．ここで，kCi はマスク行列
作成に用いた極大クリークの数である．
こうして得られた ℓ の部分マスク行列を用いて，元のデー

タ行列 X に Masked-NMF を適用する際のマスク行列 M を

M = (MC1 · · ·MCℓ)

と定義する．すなわち，圧縮後の次元数 (基底ベクトル数)は∑ℓ
i=1 kCi となる．

3.3 未知データのクラス予測
クラスラベルが付与されたデータ行列 X ∈ Rm×n

+ に，
上述したクラスラベル情報を反映したマスク行列 M =

(MC1 · · ·MCℓ)を用いてMasked-NMFを適用した結果，基底
行列 W ∈ Rm×K が得られたとする．ここで，K =

∑ℓ
i=1 kCi

である．ここでは，W を用いてクラスが未知の所与のデータ
が属するクラスを予測する手続きを与える．

W の各基底ベクトルは，特定のクラスのデータに関連する
属性群を部品としてまとめたものに相当する．よって，W を
用いてあるデータを近似する際，各部品に対する重みは，その
データが属するクラスに関する有用な情報を与える．すなわ
ち，あるクラスに対して作られた部品の重みが大きいことは，
データがそのクラスに属すると考えるひとつの合理的な根拠と
なるであろう．本稿では，この考え方に従って所与のデータが
属するクラスを予測する．

m 次元非負ベクトルで表現されたクラスが未知のデータ x

を考える．いま，x がW = (w1 · · ·wK) を用いて x ≈ Wh

と近似できたとする．具体的には，∥ Wh− x ∥2 を最小化す
る h は，W の一般逆行列 (ムーア・ペンローズ逆行列) W+

を用いて，h = W+x として求めることができる．この時，列
ベクトル h = (h1 · · ·hK)T の各成分 hi は，データ x を近似
する際の部品 wi の重みを与える．よって，ここでは，クラス
毎にそこでの各部品に対する重みの総和をとり，それを x の
近似表現における各クラス部品 (群)の重要度と考える．

W = (w1 · · ·wK) の構造は，マスク行列 M =

(MC1 · · ·MCℓ) により制約されており，各基底ベクトルについ
て，その対応するクラスが一意に決まる．いま，各クラス Ci

に対応する W の列インデックスを，行ベクトル ci ∈ {0, 1}K

で与える．すなわち，ci = (c1 · · · cK) において，

cj =

{
1, if (

∑i−1
p=1 kCp) < j ≤ (

∑i
p=1 kCp)

0, otherwise

である．こうした c1, . . . , cℓ を上から順に縦に並べた行列を
C = (cT1 . . . cTℓ )

T とすると，x ≈Wh における，クラス毎の
部品重み総和の分布 v は，v = (v1 · · · vℓ)T = Ch で与えられ
る．その最大成分が vα である時，x の予測クラスを Cα と
する．
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4. おわりに
訓練データに付与された各クラス情報を反映した次元圧縮を

実現すべく，本稿では，各クラス毎の基底ベクトル構造を与え
るマスク行列を自動構築し，それを用いた Masked-NMF の
結果をもとに，未知のデータが属するクラスを予測する枠組み
を与えた．
現在，既存の分類システムとの比較を含め，提案システムの

有効性の実験的検証を進めており，その結果は口頭発表時に報
告したい．
未知データに対するクラス毎の部品重み総和の分布情報を

利用したマルチラベル分類 [10]への拡張は，興味深い今後の
課題のひとつである．
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