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The restricted Boltzmann machine (RBM) is a bipartite graphical model widely used as a building block of
deep neural networks. However, it is hard to train RBMs by using maximum likelihood estimation because many
iterations of Gibbs sampling take too much computational time. In this study, we consider Gaussian-Bernoulli
RBMs and reveal that if the weight matrices satisfy orthogonality constraints, we can easily compute analytical
values of the likelihood function and its gradients without using any sampling method. We propose a novel
algorithm based on geodesic flow under the orthogonality constraints and demonstrate its effectiveness in numerical
experiments with natural image dataset.

1. はじめに

Restricted Boltzmann Machine (RBM)は完全 2部グラフ
型の生成モデルであり, 深層学習の構成要素として開発が進ん
だ [Hinton 06, Lee 07]. 生成モデルの典型的な学習方法は尤
度を評価関数とした最尤学習であるが, 通常の RBMでは尤度
が解析的に計算できない. そこで, MCMCに基づくサンプリ
ング, あるいは平均場近似のような近似推論が必要とされる.

特に, サンプリングを有限回で止める Contrastive Divergence

(CD)学習が最尤学習の粗い近似として開発され, 経験的には
短時間で最尤推定値に近いパラメータに収束することから広く
用いられている [Perpinan 05]. しかし, 一般には CD 学習を
含む近似アルゴリズムは学習の収束や尤度の最大化が保証され
ておらず, 理論的な解の特徴付けが難しい点が短所である.

本研究では,連続値入力とバイナリ隠れ変数を持つGaussian-

Bernoulli RBM において, 結合パラメータ行列に直交制約を
要請すると, 尤度と尤度勾配の厳密値が解析的に求まることを
明らかにする. 直交制約下でのパラメータ更新を実現するため
に測地線勾配を使ったアルゴリズムを提案し, 自然画像を使っ
た数値実験で制約無しの既存の学習アルゴリズムと同等な性能
を達成できることを示す.

2. モデル

Gaussian-Bernoulli(G-B) RBM はバイナリ隠れ変数 hi =

{0, 1} (i = 1, ...,M)と連続入力変数 vi (i = 1, ..., N)を持つ
RBMの一種で, モデル分布が以下で定義される:

p(h,v) = exp

(
− 1

2σ2
|v − b|2 + 1

σ
hTWv + cTh

)
/Z. (1)

ここで, モデル分散パラメータを σ2, 規格化因子を Z とした.

G-B RBMは深層ネットワークにおいて画像や音声といった連
続値入力を受ける末端の 2層としての利用 [Hinton 06, Lee 07]

やモデルの拡張 [Ranzato 13] が進んでいる. 本研究では, 結
合パラメータ行列 W ∈ RM×N とバイアス項パラメータ b, c

の学習を考える.

最尤学習は, 負の対数尤度 L = −
∫
q(v) ln p(v)dv を最小

化するパラメータを求める方法である. ここで, q(v) は入力
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分布, p(v)はモデル分布を表す. RBMにおいて尤度の最急勾
配は ∆W =< hvT >q − < hvT >p となり, 更新則は微小
な学習係数 ϵ を用いて Wt+1 = Wt + ϵ∆W と定式化される
[Hinton 06]. 記号 < · >q は入力分布から生成された訓練デー
タに対する平均, < hvT >p はモデル分布に対する平均で以下
のように式変形できる:

< hvT >p= σ < hhT >p(h) W+ < h >p(h) b
T . (2)

すなわち, モデル平均は以下の周辺化されたモデル分布 p(h)

に従う 2M 個の隠れ状態 hで和をとる必要があり, M が大き
ければ実用上は計算困難である:

p(h) = exp
(
|WTh|2/2 + (Wb/σ + c)Th

)
/Z. (3)

3. 提案手法

3.1 直交制約と隠れ変数の独立性
結合行列 W の探索空間を制限すれば, モデル平均 (2) が

解析的に計算できることを示す. 具体的には, A を各行が直
交した M ≤ N を満たす行列 (AAT = IM ), D を対角行列
D = diag(d1, d2, ..., dM ) として W = DA を要請する. 本研
究では, W = DA を直交制約と呼ぶ. 直交制約を式 (3) に代
入すると,

p(h) =

M∏
i=1

g(yi)
hi(1− g(yi))

1−hi . (4)

ただし, yi = d2i /2+diaib/σ+ci, Aの i行ベクトルを aiとお
いた. 分布 (4)からわかるように, 直交制約によってモデル分
布 p(h)は隠れ変数間が独立となる. 直交制約W = DAは行
列W の自由なパラメータ数を実効的に下げる正則化 [Fiori 05]

となるだけでなく, 周辺分布 (4)において隠れ素子間が独立に
なる事前知識を与えることに等しい.

直交制約下の独立な分布 (4)を使ってモデル平均 (2)は解析
的に計算できて, 結合行列 Aの勾配が以下の式で求まる:

∆A = D[< g(Wv/σ + c)vT >q −(σKW + g(y)bT )]. (5)

シグモイド関数 g(·) を使って, Kii = g(yi) (i = 1, ...,M),

Kij = g(yi)g(yj) (i ̸= j)とおいた.
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3.2 更新則
直交制約を満たす行列Aについて,通常の最急勾配法At+1 =

At − ε∆Aは更新後のパラメータ At+1 が直交制約を破ること
に注意が必要である. この問題に対し, Stiefel多様体上におけ
る測地線に沿った勾配を考えることで, 以下のように直交制約
を保つ更新則が構成できることが知られている [Nishimori 05]:

At+1 ← At exp
(
ϵ(AT

t ∆A−∆ATAt)/2
)
. (6)

この更新では At が直交制約を満たせば, 自動的に At+1 も直
交制約を満たす. 独立成分分析に代表される信号処理では, こ
の測地線勾配が通常の最急勾配を上回る性能を発揮している
[Nishimori 05, Fiori 05]. 本研究では, G-B RBMにおける A

の更新を (6)に (5)を代入して得た. また, 制約の無い他のパ
ラメータの更新則は通常の最急勾配で与えた,

di ← di + ϵ[< g(diaiv/σ + ci)aiv >q −g(yi)(aib+ σdi)],

b← b+ ϵ[< v >q −(b+ σWT g(y))],

c← c+ ϵ[< g(Wv/σ + c) >q −g(y)].

なお, G-B RBMでは直交制約のもとで勾配だけでなく尤度
も解析的に計算可能である. 負の対数尤度は以下で与えられる:

L = <
1

2σ2
|v − b|2 − Σi ln(1 + ediaiv/σ+ci) >q

+Σi ln(1 + eyi) +N ln(
√
2πσ). (7)

制約無しの最尤学習では G-B RBMの尤度の計算が困難であ
るため, 学習途中の尤度を確認することが難しい. これに対し,

直交制約下では尤度を計算量 O(MN) で計算できるため, 素
子数が大きい場合も学習の収束状況を容易に計算して確認でき
る利点がある.

4. 数値実験
自然画像入力に対して提案手法の数値実験を行った. van

Hateren自然画像データセットから 14x14サイズのパッチを
50,000枚取り出し, ZCA白色化を行なった [Lee 07]. 訓練デー
タを 40,000 枚, テストデータを 10,000 枚とした. σ2 は訓練
データにおける分散値を与えて固定した.

図 1にM = 16, N = 196の G-B RBMを提案手法 (赤)と
直交制約無しの既存手法 (黒)で学習した結果を示す. 図中の
実線は学習の初期値が異なる 10試行に対する平均と偏差を表
し, 縦軸はテストデータにおける負の対数尤度 (7)である. こ
こでは既存手法として persistent CD学習 [Tieleman 09]を使
用し, CD学習時の尤度を計算するために隠れ素子数M を小
さく設定した. 提案手法はパラメータがW = DAに制限され
ているため, 制約無しの CD学習よりパラメータの自由度が低
いにもかかわらず, 既存手法と同等な尤度を達成した.

次に, 図 2にM = N = 196の G-B RBMを提案手法で学
習した結果を示す. 各パッチは, 学習の平衡点において di ̸= 0

を満たすW の i行ベクトルをランダムに取り出し 14x14に変
形したものである. 自然画像に特有なガボールフィルタが抽出
されており, 直交制約下でも制約無しと同等な特徴抽出がされ
た. なお, G-B RBMでは入力データが独立情報源の線形混合
で与えられた場合, 最尤推定値のひとつが独立成分分析の復元
行列に対応することが理論解析 [Karakida 14]によって指摘さ
れている. G-B RBMのモデル分布は最尤学習によって入力を
独立な成分に分解する傾向があるため, 隠れ変数の独立性を要
請することに等しい直交制約は G-B RBMにおいて妥当な仮
定と示唆される.
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図 1: 自然画像入力における提案手法と既存手法の比較

図 2: 自然画像入力において直交制約下で抽出された特徴

5. 結論
本研究では, Gaussian-Bernoulli RBMの結合行列を直交に

制約すると尤度とその勾配が解析的に計算できることに注目
し, 直交制約付きのアルゴリズムを提案した. また, 自然画像
入力において提案手法の有効性を示した. 一般に, CD学習は
学習の発散・振動を避けるようにサンプリング方法やパラメー
タ初期値を選択する必要がある上に, 収束先が最尤推定値とは
限らない. これに対し, 本手法はW = DA上の最尤推定値へ
最急勾配に従って収束することが保証されている点, 学習中の
尤度が容易に計算できるため収束や最大化を確認しやすい点
で, CD学習のような近似アルゴリズムよりも効率のよい最尤
学習であるといえる.

同様の直交制約をバイナリ入力や教師ラベル付きデータに
対応した RBM, あるいは RBMの一般系である Exponential

Family Harmoniumsモデルに適用することは今後の課題であ
る. また, 深層モデルでは層間の結合が事前学習で直交行列に
制約されると fine turning の収束が加速することが示唆され
ており, 本研究の適用が期待できる [Saxe 13].
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