
SATソルバーを用いた部分グラフ探索のための制約モデル
Constraint Models for SAT-based Subgraph Search

川原 征大 ∗1

Masahiro Kawahara

宋 剛秀 ∗2

Takehide Soh

番原 睦則 ∗2

Mutsunori Banbara

田村 直之 ∗2

Naoyuki Tamura

∗1神戸大学 大学院システム情報学研究科
Graduate School of System Informatics, Kobe University

∗2神戸大学 情報基盤センター
Information Science and Technology Center, Kobe University

Subgraph search is to find subgraphs satisfying given constraints, and it has various applications such as circuit
wiring. In this paper, we discuss constraint models of subgraph search and their SAT encodings to develop a
rapid subgraph tool using SAT solvers. In particular, for connectivity constraints, we study pros and cons of two
constraint models and propose a new hybrid model of them. Experimental result shows that the hybrid model
inherits the advantages of both two models and solves the most number of benchmark instances.

1. はじめに

近年，大規模な命題論理の充足可能性判定 (SAT)問題を高
速に解くことが可能な SATソルバーが実現され，プランニン
グ，スケジューリング，制約充足問題など，様々な分野への応
用が進んでいる [井上 10]．
部分グラフ探索とは，与えられたグラフから条件を満たす

部分グラフを見つける探索のことである．部分グラフ探索は経
路探索や回路配線など，実世界に様々な応用があり，重要であ
る．特に，様々なグラフ上の条件を組合せて汎用的に部分グラ
フ探索を行う方法が研究されている [Inoue 14, Dooms 05]．
本稿では高速な部分グラフ探索を実現するために，SATソル

バーを用いた部分グラフ探索のための制約モデルとその SAT

符号化について考える．著者らの以前の研究 [川原 15]では，頂
点の連結条件を 2つの制約モデルで表した．推移モデルは頂点
の推移関係 [Prestwich 03, Gebser 14]を用いて連結性を定め
た制約モデルであり，次数モデルは頂点の次数条件 [Dooms 05]

を用いて連結性を定めた制約モデルである．本稿では，まずこ
れらの制約モデルの SAT符号化節数について考察を深めその
長所と短所を明らかにする．さらに考察結果から 2つの制約モ
デルを組み合わせた新しいハイブリッドモデルの提案を行う．
ハイブリッドモデルは SAT符号化した際に，符号化後の節数
を少なく抑えることができる点が特長である．
提案方法の評価のために，それぞれ連結条件の性質が異な

るマルチパス問題，ハミルトン閉路問題，部分閉路問題の計算
機実験を行った．実験の結果，3つの制約モデルの中でハイブ
リッドモデルが最も多くの問題を解けることを確認した．

2. 部分グラフ探索

与えられたグラフ G(V, E) から，条件を満たす部分グラフ
G(V, E) (E ⊆ E)を見つけ出すことを部分グラフ探索という．
探索を行う際のグラフ上の条件として，様々なものが考えられ
る．既存研究の 1つであるGraphillion [Inoue 14]では，以下
の条件を指定して，部分グラフ探索を行うことができる．
・連結条件　 部分グラフの頂点の連結性を指定する．
・次数条件　 部分グラフの各頂点の次数を指定する．
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・辺数条件　 部分グラフの辺の総数を指定する．
・非閉路条件 部分グラフの閉路の有無を指定する．
例えば頂点 s, t を結ぶパスを求める場合，連結条件と次数条
件，非閉路条件を指定することで求めることができる．
・連結条件　 s, tが連結である．
・次数条件　 s, tの次数が 1，それ以外の頂点の次数が
　　　　　　 0または 2．
・非閉路条件 部分グラフに閉路を含まない．
グラフ上の条件 1つ 1つは単純であるが，組合せることで経
路探索や回路配線など，様々なグラフ上の問題を汎用的に記述
することができる．

3. 連結条件の制約モデル

本節ではまず連結条件の定義を行う．次に連結条件を表す 2

つの制約モデル，推移モデル・次数モデルについて説明する．
なお，特に混乱が生じない場合は，0-1 変数を命題変数として
扱う．例えば，a = 1および a = 0を，それぞれ aおよび ¬a
として記述することがある．

3.1 連結条件の定義
入力 頂点集合の集合 {V1, ..., Vm}

条件 各 Vi (1 ≤ i ≤ m)中の全ての頂点は互いに連結

つまり，頂点集合 V 中の全ての頂点が互いに連結である制
約を connected(V ) と定めると，連結条件は以下のような
connected(V ) の連言で表せる．∧

1≤i≤m

connected(Vi)

3.2 準備 (部分グラフ探索の制約表現)
以降で説明する制約モデルで，共通して使用する変数につ

いて記述する．求める部分グラフ G(V, E)の辺集合 E ∈ E の
特性関数を表す変数 ae を定義する．

ae ∈ {0, 1} (∀e ∈ E)

つまり，E = {e ∈ E | ae = 1}となる．例えば，頂点 u ∈ V
の次数が d (dは 0以上の整数)である，といった次数条件は
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uに接続する辺の集合 Eu = {e ∈ E | u ∈ e} を用いて以下の
ように表現できる． ∑

e∈Eu

ae = d

3.3 推移モデル
推移モデルは [Prestwich 03, Gebser 14]の手法を応用した，

頂点の推移関係を利用したモデルである．
G 上で V = {v1, ..., vn} 中の全頂点が互いに連結となる必

要十分条件は，Gの部分グラフ G′ が以下の条件を満たすこと
である [Gebser 14] (G′ は便宜上有向グラフとして考える)．

1. v1 から vj (2 ≤ j ≤ n)に向かうパスが存在する．

2. v1 から u ∈ V \ {v1}に向かうパスが存在するとき，かつ
そのときに限り u に隣接するある頂点 v について辺 vu

が存在し，v1 から v に向かうパスが存在する．

3. G′ に有向閉路を含まない．

まず，G′を表すために以下の変数を導入する (ただし，adj(u)

は G における uの隣接頂点の集合，A = {(u, v) | u ∈ V, v ∈
adj(v)})．

a′
uv ∈ {0, 1} ((u, v) ∈ A)

ruv ∈ {0, 1} (u, v ∈ V, u ̸= v)

a′
uv は G′ の辺集合の特性関数を表す変数であり，各辺に対し
て双方向で定義される．ruv は G′ 上で，uから v に向かうパ
スが存在することを表す変数である．条件 1，2，3 は以下の
ように制約として表せる．

rv1vj = 1 (2 ≤ j ≤ n)

rv1u ⇒
∨

v∈adj(u)

a′
vu (u ∈ V \ {v1})

a′
uv ⇒ rv1u ((u, v) ∈ A)

a′
uv ⇒ ¬rvu ((u, v) ∈ A)

そして，頂点間の推移関係を表す制約 [Prestwich 03] を記述
し，a′

uv と rxy を正しく対応付ける．

a′
uv ⇒ ruv ((u, v) ∈ A)

(a′
uv ∧ ruw) ⇒ ruw ((u, v) ∈ A)

最後に，G′ が Gの部分グラフである条件を記述する．

a′
uv + a′

vu ≤ ae (e ∈ E , {u, v} = e)

以上が推移モデルにおける connected(V ) である．これを
connectedT (V )とする (Tは Transitionの意)．

3.4 次数モデル
次数モデルは [Dooms 05]の理論を制約モデルとして適用さ

せたモデルである．
まず 2 頂点 s, t の連結性について考える．G 上で s, t が連

結であることの必要十分条件は，Gの部分グラフ G′ が以下の
条件を満たすことである (G′ は有向グラフとして考える)．

1. G′ における sの出次数が 1，入次数が 0である．

2. G′ における tの出次数が 0，入次数が 1である．

3. G′ における u ∈ V \ {s, t}の出次数と入次数が等しく，0

もしくは 1である．

まず G′ を表すために変数 a′
uv を定義する．

a′
uv ∈ {0, 1} ((u, v) ∈ A)

推移モデルと同様に，a′
uv は G′ の辺集合の特性関数を表す変

数であり，各辺に対して双方向で定義される．条件 1，2，3は
以下のように制約として表せる．

deg+G′(s) = 1 ∧ deg−G′(s) = 0

deg+G′(t) = 0 ∧ deg−G′(t) = 1

deg+G′(u) = deg−G′(u) = 0 or 1 (u ∈ V \ {s, t})

なお，deg+G′(u), deg
−
G′(u)は次のように定義される．

deg+G′(u) =
∑

v∈adj(u) a
′
uv

deg−G′(u) =
∑

v∈adj(u) a
′
vu

最後に，G′ が求める Gの部分グラフである条件を記述する．

a′
uv + a′

vu ≤ ae (e ∈ E , {u, v} = e)

以上が G上で s, tが連結するための制約である．この制約を
δ(s, t) とすると，connected(V ) (V = {v1, ..., vn}) は以下の
ような δ(s, t)の連言で表せる．

δ(v1, v2) ∧ δ(v2, v3) ∧ ... ∧ δ(vn−1, vn)

これを connectedD(V )とする (Dは Degreeの意)．

4. SAT符号化
前節で，推移モデルと次数モデルの制約モデルを示した．本

節では，両モデルの SAT符号化方法について説明する．さら
に両モデルの SAT符号化後の節数について考察し，両モデル
の利点を活かしたハイブリッドモデルの提案を行う．

4.1 SAT符号化の方針
次数モデルで用いられている次数条件以外の制約について

は，0-1変数を命題変数として扱うことで，容易に節形式へと
変換できる．
次数モデルで用いられている次数条件は基数制約である．基

数制約は [Sinz 05]等の方法により SAT符号化可能である．ま
た，基数制約を組込み制約として実装している SATソルバー
も存在する [Le Berre 10]．今回用いる基数制約

∑n
i=1 xi =

k (xi ∈ {0, 1}) の k が取りうる値は最大で 1と小さい．今回
は k の値が小さい場合に経験的に性能が良いと知られている
SequentialCounter [Sinz 05]を用いて基数制約の SAT符号化
を行う．

4.2 節数の比較
connectedT (V )，connectedD(V ) (V = {v1, ..., vn}) の

SAT 符号化後の節数をそれぞれ cT (V ), cD(V ) とする．
cT (V ), cD(V ) は以下のような式で表せる (ただし Pi =

{vi, vi+1} ，f(u) = 5|adj(u)| − 3，g(u) = 10|adj(u)| − 4)．

cT (V ) = 2|E||V|+ 2|E|+ |V|+ n− 2

cD(V ) =
∑

1≤i≤n−1

3|E|+ ∑
u∈Pi

f(u) +
∑

u∈V\Pi

g(u)


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特に，cD(V )の計算式は煩雑である．そこで cD(V )の値を概
算するために，平均次数 µ = 2|E|/|V|を用いる．つまり，全て
の頂点 u ∈ V について，adj(u) ≃ µの近似計算を行う．この
cD(V )の近似計算後の値を cµD(V )とする．cT (V )を µを用い
て表した式 cµT (V )，および cµD(V )は以下のような式となる．

cµT (V ) = µ|V|2 + µ|V|+ |V|+ n− 2

cµD(V ) = (n− 1)(
23

2
µ|V| − 10µ− 4|V|+ 2)

さらに cµT (V )，cµD(V ) の最高次の項でそれぞれ近似すると，
cµT (V ) ≃ 12nµ|V| ，cµD(V ) ≃ µ|V|2 となる．
以上より，連結条件の入力 {V }の頂点数 |V |と与えられた

グラフ G(V, E) の頂点数 |V| の関係から 2 つの制約モデルの
SAT符号化節の多い少ないが変化することが分かる．

• 概ね |V | < (1/12)|V|の時に cT (V ) > cD(V )．

• 概ね |V | > (1/12)|V|の時に cT (V ) < cD(V )．

4.3 ハイブリッドモデルの提案
一般に SAT問題の難易度の指標として，SAT符号化後の節

数が用いられることが多い．そこで頂点集合制約の SAT符号
化後の節数を削減するために，推移モデルと次数モデルをハイ
ブリッドしたモデルを提案する．ハイブリッドモデルにおける
connected(V )を connectedH(V )とする．connectedH(V )は
以下のように振る舞う．

connectedH(V ) =

{
connectedT (V ) (cT (V ) ≤ cD(V ))

connectedD(V ) (cT (V ) > cD(V ))

ハイブリッドモデルにおける連結条件は以下のように表せる．∧
1≤i≤m

connectedH(Vi)

5. 計算機実験

ここまで説明した推移モデル，次数モデル，ハイブリッドモ
デルを SATソルバーを用いた部分グラフ探索ツール Scarabel-

lion [川原 15]上に実装して，求解性能の評価を行った．SATソ
ルバーは Sat4j [Le Berre 10]を使用した．全ての実験は Intel

Xeon 3.50GHzを搭載した計算機を用いて行った．

5.1 使用したベンチマーク
各制約モデルの性能を評価するために，以下の 3 種類のベ

ンチマークを使用した．それぞれ，与えられたグラフ G(V, E)
と連結条件の入力 {V1, ..., Vm}の関係を示す．

ベンチマーク G(V, E)と {V1, ..., Vm}の関係
マルチパス問題 |Vi| = 2 (1 ≤ i ≤ m)

ハミルトン閉路問題 |V1| = |V| (m = 1)

部分閉路問題 (1/64)|V| ≤ |V1| ≤ |V| (m = 1)

節 4.2で説明した式と G(V, E)と {V1, ..., Vm}の関係から，
マルチパス問題では次数モデルの SAT符号化節数が推移モデ
ルより少なくなり，ハミルトン閉路問題では推移モデルの SAT

符号化節数が次数モデルより少なくなる．部分閉路問題は次
数モデルと推移モデルによる SAT符号化節数の多い少ないが
切り替わる問題になる．提案するハイブリッドモデルは常に
SAT符号化節数が少ない制約モデルを選択する．

表 1: マルチパス問題: 解けた問題数の比較
推移モデル 次数モデル 提案方法

解けた問題数 4 9 9

表 2: ハミルトン閉路問題: 解けた問題数の比較
頂点数 問題数 推移モデル 次数モデル 提案方法
1 - 100 23 23 16 23

101 - 200 21 10 0 10

201 - 500 34 7 0 7

≥ 501 29 0 0 0

合計 107 40 16 40

マルチパス問題とハミルトン閉路問題は論文 [川原 15]と同
じものを用いており，それぞれ 11問と 107問のベンチマーク
で構成される．
部分閉路問題は今回の実験のために作成したハミルトン閉

路問題の亜種であり，与えられた頂点集合を含む閉路を求める
問題である．部分閉路問題の入力は部分集合 V ⊆ V (V は与
えられたグラフの頂点集合) であり，以下 2つの条件を満たす
部分グラフを求める問題となる．

1. 連結条件として V 中の全ての頂点は互いに連結

2. 次数条件として頂点 u ∈ V の次数が 2，それ以外の頂点
の次数が 0もしくは 2

連結条件は V を用いて connected(V ) になる．V = V の
場合はハミルトン閉路問題となる．ハミルトン閉路問題の
実験で使用した 107 個のグラフの中で，頂点数が 128 以
上のもの 77 個をベースに問題を生成した．具体的には，
各 77 個のグラフに対して部分頂点集合の要素数が |V | =

(1/64)|V|, ..., (7/64)|V|, (1/8)|V|, , ..., (7/8)|V|, |V| を満たす
ように計 15 セットのベンチマークを生成して実験を行った．
なお V の要素となる頂点は与えられたグラフからランダムに
選択した．

5.2 実験結果
まず上述のベンチマークに対して，推移モデルと次数モデル

によって実際に生成される SAT符号化節数を調べたところ節
4.2で説明した cT (V )及び cD(V )の計算式と一致しており，2

つの制約モデルを正しく実装できていることを確認した．
次に求解性能の比較を行った．マルチパス，ハミルトン閉

路，部分閉路問題の実験結果を表 1, 2, 3に示す．
マルチパス問題 (表 1) では，次数モデルが 11問中 9問と，

推移モデルに比べて多くの問題を解くことができ，推移モデ
ルで解けた全て問題は次数モデルより高速に求解できていた．
また全ての問題において，実際に cD(V ) < cT (V )であり，ハ
イブリッドモデルは次数モデルを選択している．
ハミルトン閉路問題 (表 2) では，推移モデルが 107問中 40

問と，次数モデルに比べて多くの問題を解くことができ，次数
モデルで解けた全ての問題は推移モデルより高速に求解できて
いた．また全ての問題で，実際に cD(V) > cT (V)であり，ハ
イブリッドモデルは推移モデルを選択している．
部分閉路問題 (表 3) では，入力となる部分頂点集合が |V | ≤

(4/64)|V|の時に次数モデルが推移モデルより良い性能を示し
た．推移モデルは (4/64)|V|を境に徐々に次数モデルより求解
数が増える結果となった．ハイブリッドモデルは (6/64)|V|の
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図 1: 推移モデルの節数が次数モデルより少なくなる問題
における求解時間の比較

図 2: 次数モデルの節数が推移モデルより少なくなる問題
における求解時間の比較

表 3: 部分閉路問題の求解数
入力 V の要素数 問題数 推移モデル 次数モデル 提案方法

(1/64)|V| 77 5 33 33

(2/64)|V| 77 7 28 28

(3/64)|V| 77 7 20 20

(4/64)|V| 77 7 11 11

(5/64)|V| 77 9 7 7

(6/64)|V| 77 8 5 4

(7/64)|V| 77 7 3 7

≥ (1/8)|V| 616 98 3 98

合計 1155 148 110 208

前後で次数モデル・推移モデルの選択が切り替わり，最も多く
の問題を解くことに成功した．
今回は提案するハイブリッドモデルの制約モデル選択の指

標に節数を用いたが，これが妥当かどうか以下で考察する．図
1，2は部分閉路問題における次数モデル，推移モデルの求解
時間を比較した散布図である．横軸は推移モデルの求解時間，
縦軸は次数モデルの求解時間であり，少なくとも片方のモデル
が解けた問題に対してプロットを行った．図 1の推移モデルの
節数が次数モデルより少なくなる問題では，108 問中 103 問
(95%) において推移モデルがより良い性能を示した．また図 2

の次数モデルの節数が推移モデルより少なくなる問題では 120

問中 95 問 (79%) において次数モデルがより良い性能を示し
た．これらの結果から，節数を指標にして切り替える方法は，
少なくとも部分閉路問題に対しては，概ね良い選択を行うこと
が分かる．

6. まとめ

本稿では SATソルバーを用いた部分グラフ探索方法のため
の制約モデルについて考察した．具体的には，頂点の連結条件
について，グラフ G(V, E)と頂点集合 V が与えられた時に推
移モデルと次数モデルの SAT符号化節数を計算する式を明ら
かにした．この式より概ね |V | < (1/12)|V|のときに次数モデ
ルの節数が推移モデルより少なくなり，概ね |V | > (1/12)|V|
のときに推移モデルの節数が次数モデルより少なくなることを
明らかにした．さらに，常に SAT符号化節数が少なくなるよ

うに制約モデルを選択するハイブリッド符号化の提案を行った．
マルチパス，ハミルトン閉路，部分閉路問題を用いた計算機

実験の結果，節数の多い少ないと連動して推移・次数モデルの
求解性能に違いが出ること，提案したハイブリッドモデルが適
切に推移・次数モデルを切り替え，最も多くの問題を求解でき
ることを確認した．
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