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The problem of finding the roots of a given function is an important and fundamental problem. One of the most
famous method for this root-finding problem is Newton’s method, which achieves quadratic convergence under some
assumptions. On the other hand, Newton’s method has one major disadvantage; the derivative of the input function
must be calculated analytically, which is virtually impossible when the input function is a black-box function. In
this paper, we propose a root-finding algorithm not requiring computation of derivative. The proposed algorithm
is proved to achieve quadratic convergence under some reasonable assumptions.

1. はじめに

ある関数 f に対し，f(z) = 0をみたす z を f の根とよぶ．
本研究では，滑らかな関数の根を求める問題を考える．この問
題はさまざまな領域に応用をもつ，重要かつ基本的な問題であ
る．たとえば，滑らかな関数 g を目的関数にもつ無制約最適
化問題は，適当な仮定のもとで，gの勾配∇g の根を求める問
題に帰着される．本論文では，特に一変数の複素数値解析関数
f : D → C (D ⊆ C) の根を求める手法に着目し，そのよう
な手法を求根アルゴリズムとよぶことにする．
本研究では，有理式補間に基づく新たな求根アルゴリズム

を提案する．提案手法の位置づけを表 2.に示す．表が示すよ
うに，提案手法は関数 f の微分計算を必要としないため具体
形のわからない関数にも適用可能であり，かつニュートン法と
同等の収束速度を達成する．

2. 既存手法

ニュートン法は最もよく知られた求根アルゴリズムのひとつ
である．この方法では，適当な初期解 z0 ∈ Dを与えたうえで
次の更新則にしたがって z1, z2, . . .を計算する：

zi = zi−1 −
f(zi−1)

f ′(zi−1)
(i = 1, 2, . . .). (1)

ここで f ′(zi−1)は f(z)の z = zi−1 における微分とする．こ
の式は f(z)を z = zi−1 の周りで一次近似して得られる関数

f̃i(z) := f(zi−1) + f ′(zi−1)(z − zi−1) (2)

を考え，その根を zi として定めている，と解釈できる．この
方法で得られる数列 {zi} は，適当な仮定のもとで f の根 z∗

に二次収束することが知られている．このことから，ニュート
ン法は非常に高速に収束する手法といえる．
上述のようにニュートン法は，更新則の単純さ・収束の高速

さという長所をもつが，その一方で f の微分の計算を必要と
しており，この点は短所といえる．なぜならば，現実の問題に
おいては関数 f の計算過程が複雑な場合や f の具体的な関数
形が与えられていない場合など，f の微分の計算が困難な状況
がよくあらわれるからである．
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表 1: 各手法の比較
微分 f ′(z) の計算 収束比

ニュートン法 × あり ○ 2

セカント法 ○ なし △ 1.618

提案手法 ○ なし ○ 2

そのため，f の微分の計算を必要としない求根アルゴリズ
ムがいくつか提案されており，その中でもセカント法は代表
的なものとして知られる．セカント法では適当な異なる 2 点
の初期解 z0, z1 ∈ D を与えたうえで次の更新則にしたがって
z2, z3, . . .を計算する：

zi = zi−1 − f(zi−1)
zi−1 − zi−2

f(zi−1)− f(zi−2)
(i = 2, 3 . . .). (3)

この漸化式は，ニュートン法の漸化式 (1)の f ′(zi−1)を f の

差分商 f(zi−1)−f(zi−2)

zi−1−zi−2
で置き換えることで導出できる．別の

見方からは，z = zi−1, zi−2 において f に一致する一次関数
（f の一次式補間）

f̃i(z) :=
f(zi−1)(z − zi−2)

zi−1 − zi−2
+

f(zi−2)(z − zi−1)

zi−2 − zi−1
(4)

を考え，その根を zi として定めている，とも解釈できる．こ
の手法は微分計算を回避しているという点でニュートン法に優
るが，その一方で保証される収束比は (1 +

√
5)/2 ≈ 1.618で

あり，収束比 2のニュートン法に比べ収束速度の面では劣る．

3. 有理式補間に基づく求根アルゴリズム

ニュートン法は一次近似 (2) に，セカント法は一次式補間
(4)に基づいていたのに対し，提案手法は有理式補間に基づく．
準備として，有理式補間の定義を導入し，知られている性質を
示す．

3.1 有理式補間
有理式とは二つの多項式 p(z), q(z) を用いて r(z) =

p(z)/q(z)の形式で表せる関数のことであり，p(z), q(z)がそれ
ぞれ m次以下，n次以下の多項式のとき r(z)を (m,n)型の
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有理式とよぶ．m次以下の多項式全体を Pmと表記し，(m,n)

型の有理式全体を Rm,n と表記する：

Pm = {a0 + a1z + · · ·+ amzm | a0, a1, . . . , am ∈ C},

(5)

Rm,n =

{
p(z)

q(z)
| p(z) ∈ Pm, q(z) ∈ Pn \ {0}

}
. (6)

関数 f : D → C と，相異なる m + n + 1 個の標本点
s1, s2, . . . , sm+n+1 ∈ D に対し，ある (m,n) 型の有理式
r(z) ∈ Rm,n がその標本点上で f(z)に一致する，つまり

f(sj) = r(sj) (j = 1, 2, . . . ,m+ n+ 1) (7)

が成り立つとき r(z) を f の {sj} 上 (m,n) 型有理式補間と
よぶ．
{(sj , f(sj)}m+n+1

j=1 が与えられたとき，f の (m,n) 型有理
式補間 r は線形方程式を通して求めることができる．具体的
には，

f(sj)(b0 + b1sj + · · ·+ bns
n
j ) = a0 + a1sj + · · ·+ amsmj

(8)

(j = 1, 2, . . . ,m+ n+ 1), (b0, . . . , bn) 6= (0, . . . , 0)

を a0, . . . , am, b0, . . . , bnについての方程式と見なして解き，(た
だし (b0, . . . , bn) 6= (0, . . . , 0)なるものを求める）その解から

r(z) =
a0 + a1z + · · ·+ amzm

b0 + b1z + · · ·+ bnzn
(9)

で r を定めればよい．一般に方程式 (8) の解は一意には定ま
らないが，方程式 (8)は非自明な解（a0 = · · · = am = b0 =

· · · = bn = 0以外の解）をもち，それが導く有理式 (9)は一意
に定まることが知られている [3, 4]．
補間有理式 r は関数 f の近似と見なすことができ，この近

似の精度・漸近的性質については [1, 2] などの中で解析されて
いる．とくに，関数の解析性などの仮定のもとで，標本点の密
度分布を固定したうえで標本点の個数を増やしたとき，ある領
域上で r は f に一次収束することが示されている．

3.2 提案アルゴリズム
提案手法では，適当な k個の相異なる初期解 z0, z1, . . . , zk−1

（k ≥ 2）を与えたうえで，次の規則で逐次的に zk, zk+1, . . . を
定める：i = k, k + 1, . . .に対し，

1. ri(z)を f(z)の {z0, z1, . . . , zi−1}上 (1, i− 2)型有理式
補間とする．

2. zi を ri(z)の根とする．

各 i について zi を計算するには，a
(i)
0 , . . . , a

(i)
i−2, b

(i)
0 + b

(i)
1 に

ついての一次方程式

f(zj)a
(i)
0 + · · ·+ f(zj)z

i−2
j a

(i−2)
1 = b

(i)
0 + zjb

(i)
1 (10)

(j = 0, . . . , i− 1)

を解き，その解をもとに zi = −b
(i)
0 /b

(i)
1 とすればよい．この

方法での zi の計算は O(L+ i3)時間で実行可能である．ここ
で Lは f の関数値の一回の評価に必要な計算時間をあらわす．
提案手法で得られる数列は次の性質をもつ．
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図 1: 3 手法における解の収束速度．各ステップ i での出力解
zi と厳密解 z∗ の差の絶対値を片対数グラフで表示している．

定理 1 (本研究). f : D → C （D ⊆ C）を解析関数とし，
z∗ ∈ Dを f の重複度 1 の根とする．z0, z1, . . . , zk ∈ Dを z∗

の十分近くにとったとき，各 i において 方程式 (10)の非自明

な解は b
(i)
1 6= 0 をみたし，得られる数列 {zi}は z∗ に二次収

束する．

この定理は，適当な仮定のもとで，提案手法で得られる数列
がニュートン法と同等の収束比をもつことを意味する．

4. 計算機実験

本節では，計算機実験によるニュートン法，セカント法，提
案手法の 3 手法の比較の結果を示す．実験では次の解析関数

f(z) = exp(z)− 5− 5z

に対し，3手法を適用した．ニュートン法での初期解は z0 = 10

と定め，さらにニュートン法で求まる z1 の値をもちいて [z0, z1]

を定めてこれをセカント法・提案手法の初期解とした．
実験により得られた数列の振る舞いを図 1 に示す．ニュー

トン法・提案手法で得られる数列はセカント法のそれより高速
に収束していることが読み取れる．
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