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A tiling is a collection of one or several shape tiles that cover the plane without any gaps and overlaps. Due to
hard constraints of the tiling, it is difficult to manually construct a tile shape which satisfies all the constraints and
is sufficiently similar to the given desirable shape. Although the previous work produces a method for tiling shape
design, this method requires user’s effort to find a good input point set on the given desirable shape. This paper
proposes a method for Escher-like tiling design, which selects an appropriate input point set and tiling pattern by
global search and designs a detailed tile shape by the previous method as local search. Experimental results have
shown that the proposed method desings tile shapes which are similar to input shapes without user fatigue for
adjusting the input point set.

1. はじめに

タイリングとは，平面を隙間および重複を生じることなく充

填させるように，有限種類の図形を連続的に敷き詰める行為，

および，そのように図形を敷き詰められた平面のことをいう．

オランダの画家M.C.Escher（エッシャー）の作品の中で，タ

イリングアートと呼ばれるものがある．エッシャーのタイリン

グアートに見られる一つ一つのタイルは，とかげや，魚など，

単体でも絵として意味があるといった特徴がある．タイルを平

行移動，回転，鏡映により複写することで平面を隙間なく埋め

られるような，起伏に富んだ複雑な形状のタイルが見事にデザ

インされている．このようなアートを制作するには，対応する

辺の形状が隙間なく一致するように絵の輪郭を決定しなければ

ならないため，試行錯誤が必要となる．また，タイリングは数

学的な側面が大きく，繰り返し模様の法則や性質を分類する方

法などについて，深く研究されている [Grunbaum 87]．

タイリング可能な形状をデザインすることの難しさは，タイ

リングアートの制作を支援するアプリケーション∗1 ∗2 を利用

することで実感できる．これらは，輪郭（タイル内部も含む）

が描画される際に，対応する輪郭を同時に変形して，タイル形

状のデザインを支援するが，タイリング可能な制約のもとに 2

カ所以上の形状の変形を同時に考慮し，意図する図形に似せる

ことは極めて難しい．

本研究では，与えられた目標図形に類似し，かつ，タイリン

グ可能なタイル形状を最適化により設計する方式を提案する．

提案方式は，先行研究 [Koizumi 09]においてユーザの試行錯

誤を要求していた入力点群の決定のプロセスに着目し，目標図

形を構成する点群からの適切な点集合（代表点群）の選択およ

びタイリングパターンの適切な選択を大域的な最適化により行

う．また，先行研究 [Koizumi 09]の手法を局所探索として利
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用することで，大域的探索によって得られた代表点群から詳細

なタイル形状を導出する．これにより，先行研究の問題点であ

る入力点群の試行錯誤的な選択を解決し，また，メタヒューリ

スティクスを用いた手法 [Kaplan 00] の問題点である大規模

な探索を回避することができる．

2. タイリングに関する基礎事項

タイリングは一般的に，テセレーション，平面の正則分割と

も呼ばれている．また，タイリングを構成している図形をタ

イルという．タイルの輪郭において，2つの隣り合うタイルが

共有している輪郭部分をタイリング辺，3つ以上のタイルが交

わって出来る点をタイリング頂点という．

1種類の図形で平面を充填するタイリングは Isohedralタイ

リング ，2 種類の図形でを用いるタイリングを Multihedral

タイリングと呼ぶ [Grunbaum 87]．Isohediralタイリングは，

1 種類のみのタイルによるものであるため，最適化のモデル

を比較的単純な構造である単目的問題として構築できる．ま

た，異なる複数のタイルを合わせて 1 つのタイルと見なすこ

とで，Multihedralタイリングも Isohedralタイリングとなる

[Kaplan 00]ことから，汎用的に用いることも可能である．以

上の理由より，本研究では Isohedralタイリングのみを考える

こととする．

Isohedralタイリングは，タイリング辺の形状の法則によっ

て 93種類のタイリングパターンに分類される [Grunbaum 87]．

これらの分類は IH01...IH93の記号で表すことができ，本稿で

はこのタイリングパターンを IHタイプと呼ぶ．これによりタ

イルの境界に施すことのできる変形の制約が決定する．IH07

と IH28によるタイリングの例を図 1，図 2 に示す．IH07は

六角形を，IH28は五角形を基本多角形とし，回転と平行移動

によって複製を生成することで平面を充填する．また，IH02

など，鏡像反転を含む IHタイプも存在する．

タイルの形状の制約は強力であり，隣り合う辺の凹凸を考慮

して形状を決定する必要があるため，人手でエッシャー風タイ

リングアートを制作することは困難である．Kaplanは，この問
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図 1: IHタイプの例（IH07）
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図 2: IHタイプの例（IH28）

題を Escherの名前と作品にちなんだ Escherization Problem

として定義している [Kaplan 00]．Escherization Problemと

は，ある図形W が与えられたとき，

1. 図形 U はできるだけW に近い形である

2. 図形 U は平面を隙間なく敷き詰めることができる

という 2つの条件を満たす図形 U を見つける問題である．

3. 関連研究

3.1 行列計算を用いた解析的手法
小泉らは，Escherization Problemを最小化問題として定式

化し，任意の目標図形W を n角形で近似し，座標行列 wか

ら，タイリングが可能な図形U の座標行列 uを求める解析的

な手法を提案している [Koizumi 09]．

W の境界上に反時計回りに並んだ n 個の点の列

(Q1, Q2, . . . , Qn) を考え，W を n 角形で近似する．U も同

様に (P1, P2, . . . , Pn) と考える．これらの座標を一列に並べて

できる 2n次元のベクトルを uとする．図形W に対しても同

様に，座標を縦ベクトルwとして計算を行う．

U がタイリング可能であることは，uを用いて

Au = 0 (1)

と表す．Aはタイリング可能であるための制約であり，行列の

要素は IHタイプによって変化する．例として，IH07における

制約の表現方法を以下に示す．IH07は，タイリング辺が 6の

ため，nを 6の倍数で n = 6mとする．タイリング辺を構成す

るそれぞれの点を，タイリング頂点を中心とする時計回り 120

度回転（反時計回り 240 度回転）によって，一方のタイリン

グ辺と形状が一致する関係を以下のように表すことができる．(
x2m−i − xm

y2m−i − ym

)
= R(240)

(
xi − xm

yi − ym

)
, (2)

i = 1, 2, . . . ,m− 1 (3)

ここで R(240)は 2× 2の回転行列である．これらの方程式は

合計 2m個となり，IH07ではこのようなタイリング辺が 3組

存在するため合計 6m 個の方程式で表される．これらをまと

めて IH07の制約は n行，2n列の定数ベクトルAで表現でき，

方程式（1）でタイリング可能かどうかを表すことができる．

入力された目標図形W に類似するタイル形状 U を生成す

るために，U とW の点を 1対 1に対応付ける．この 2点の

ユークリッド距離から 2つの図形の形状差を算出する．Qi の

座標を (xi, yi)，Pi の座標を (xi, yi)と置き，形状差 FL は次

のように表現・変形できる．

FL =

n∑
i=1

{(xi − xi)
2 + (yi − yi)

2} (4)

= (u−w)t · (u−w) (5)

この FL ができるだけ小さくなるようにする．方程式 (1)の解

空間の次元を k とした場合，この解空間を張る正規直交基底

を並べてできる行列を

G = (g1, g2, . . . , gk) (6)

と表す．このとき，uは k 次元の変数ベクトルzを用いて

u = Gz (7)

と表せる．これが方程式 (1)の解の一般形である．これより，

FL = (Gz −w)t · (Gz −w) (8)

となる．FL を最小にするzは

z = Gtw (9)

と表すことができる．以上より，最終的に uはwを用いた式

u = GGtw (10)

で求めることができる．

これを，Pi と Qi は 1対 1で対応するための nパターン全

てにおける FL を算出し，最小のものが最適なタイルとなる．

このように，行列計算を用いた解析的な手法であるため，効

率的にタイルの自動生成を行うことができ，良質な解も多く確

認されている．一方，目標図形の形状が同一でも，使用する座

標の個数や間隔等の変化により得られる解の品質が変化してし

まう（図 3）．このため，入力点集合を試行錯誤的に選択する

必要がある．

図 3: 解析的手法 [Koizumi 09] における目標図形（上）を構

成する点による生成されるタイル（下）の違い

3.2 メタヒューリスティクスによる手法
Kaplan は焼きなまし法（Simulated Annealing : SA）を

用いた手法を提案している [Kaplan 00]．Isohedral タイリン

グの 93パターンをもとに基本図形を与え，これを初期図形と

して，形状をランダムな値によって変化させ，評価する．評価

が上がる場合は変化を受け入れ，評価が下がる場合は，温度パ

ラメータ T による確率によって変化を受け入れるか受け入れ

ないかを判別する．この処理を繰り返し，入力図形に対して，

近い形状のタイルを生成する．この手法により凸に近い入力図

形に対して，良質な解の生成が数値実験により示されている．

しかし，辺変形の探索空間が膨大であることや，SAの特性上

図形間のデータ交換が不可能なために，入力図形によっては良

質な解に収束しなかったり，探索時間が非常に大きくなる．
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図 4: 提案手法の処理手順

対話型遺伝的アルゴリズム（Interactive Genetic Algorithm：

IGA）を用いた手法も提案されている [Ono 14b, Ono 14a]．行

列計算に基づく解析的手法による手法 [Koizumi 09]と，入力

図形の一部をタイリング辺として利用したランダム生成により

初期図形を作り，辺の形状を設計変数として変形を繰り返すこ

とで，最適化行う．また，ユーザによる入力図形の再描画も可

能である．このため多様性に富んだタイルを排出でき，入力図

形の描画を繰り返す中で発見的にユーザの嗜好に合うタイル

を見つけられることが可能であるが，探索空間が膨大なため，

初期個体の 1 つである解析的手法による解やその一部を変形

した解のみが得られることがある．

4. 提案手法

4.1 概要

本研究では，小泉らの解析的手法 [Koizumi 09]の目標図形

の構成する点の試行錯誤と，メタヒューリスティクスを用いた

手法 [Kaplan 00, Ono 14b, Ono 14a] の収束の遅さを解決す

る手法を提案する．提案手法は，遺伝的アルゴリズム（Genetic

Algorithm:GA）[Goldberg 89, 伊庭 94]を用いた大域的探索

のなかに，小泉らによる解析的手法 [Koizumi 09]を局所探索

として組み込んだ構造となっている（図 4）．大域的探索 (GA)

では，局所探索で良質なタイルを生成できるような代表点集

合（局所探索における入力点群）および IHタイプを探索する．

局所探索によって得られたタイルをフィードバックとして取得

し，その適応度より選択，交叉などの遺伝子操作を行う．この

プロセスを繰り返すことで，良質な解（タイル）に収束して

いく．

上記のような，進化計算による大域的探索と，対象問題に

おいて有効な局所探索とを統合した探索モデルは，Memetic

Algorithm（MA）と呼ばれており [Moscato 92, Radcliffe 94,

Moscato 99]，提案手法もMAと同様の考え方に基づく方式で

ある∗3．

解析的手法が持つ高速かつ安定したタイル生成性能と，GA

が持つ多様な解候補の生成の特性とにより，ユーザによる試行

錯誤を必要とせず，かつ，実用的な時間内にタイリング可能な

図形を得ることができる．

∗3 一般の MA では，大域的探索および局所探索で同一の問題を解
くが，提案手法では大域的探索と局所探索で設計変数が異なる．ま

た，提案手法では，大域的探索における解から適応度を評価するこ
とができない．

4.2 個体表現（設計変数）

従来手法 [Koizumi 09] を用いてタイルを生成するために，

ユーザが描画した目標形状から点群を生成して与える必要が

あるが，先行研究ではユーザによる試行錯誤によって入力点群

（代表点群に相当）を決定している．また，先行研究では全て

の IHタイプを全探索している．本研究では上記の 2つのタス

クを組み合わせ最適化問題として考え，GAの設計変数として

代表点群および IHタイプを扱う．

代表点群は，所与の目標形状から抽出した N 個の点群のな

かから選択された n個の点群とする．ここで，N 個の点群は，

点間の距離や曲率に注目した決定的な方式で抽出する（N 角

形に近似する）．すなわち，代表点群に対応する設計変数は長

さN のバイナリ列で表すことができる．また，利用可能な IH

タイプの総数 NT に応じた長さ dlog2 NT e のバイナリ列を用
いて，IHタイプを設計変数として表現する．

4.3 目的関数

提案手法における目的関数は，目標図形と出力タイルの形状

の差異とする．先行研究 [Koizumi 09]では，2つの図形の近

さを表す指標は，対応する頂点間の距離をもとに定義される．

提案手法では，比較する図形間で頂点数が異なることがあるた

め，目的関数 F は以下のように定義する．

F = F1 +
N

n
F2 (11)

ここで，F1，F2 は 2 形状間の類似度であり，N

個の頂点を持った目標図形 WN の座標ベクトル

u = (x1, y1, x2, y2, ..., xn, yn)，n 個の頂点を持った生成され

たタイル U の座標ベクトル w = (x1, y1, x2, y2, ..., xN , yN )

を用いて以下のように定義する．

F1 =

N∑
i=1

(xi − xl)
2 + (yi − yl)

2 (12)

F2 =

n∑
i=1

(xi − xk)
2 + (yi − yk)

2 (13)

F1 は，目標図形WN の各頂点からみた，タイル U の最

近傍な線分上の点を取り，座標間の距離を 2乗した和とする．

(xl, yl)は，U における (xi, yi)との最近傍な線分上の点を示す．

また逆方向からも考え，F2 はタイル U の各頂点からみた，

目標図形WN 最近傍頂点を取り，座標間の距離を２乗した和と

する．(xk, yk)は，WN における (xi, yi)との最近傍点を示す．

4.4 交叉，選択，突然変異

本研究で用いる GA は，一般的なバイナリ型の

GA[Goldberg 89, 伊庭 94] であり，一様交叉を用い，突

然変異はランダムに遺伝子を選択して反転させる．また，IH

タイプによって「点の数が基本多角形の辺数の倍数でなけれ

ばならない」などの制約があることから，選択された点の総

数 n が常に制約を満たす倍数値となるよう修復操作を行う．

生存選択は，親と子を比較して適応度が優れた方を残すよう

に行う．

5. 実行例

図 5を目標図形として提案手法と先行研究 [Koizumi 09]と

の比較を行った．50世代分の探索が終了した時点におけるGA

の最良解を図 6に，先行研究の解を図 7に示す．これより，先
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行研究では目標図形と大きく異なるタイルが生成された場合

においても，提案手法では目標図形に近いタイルが得られた．

提案手法は，目標図形から代表点を選出する際に，タイリング

に不利な突起などの一部の形状を無視した代表点群を用いる

ことで，結果として目標図形に近い良好なタイルを生成でき

たと考える．また，目標図形 (b)においては，先行研究と提案

手法で，解の IHパターンが異なっている．これは目標図形を

構成する点が変わったことにより，最適な IHパターンも変化

し，より良好な解が見つけられたと考える．得られたタイルよ

り，エッシャー風タイリングアートを制作した例を図 8，図 9

に示す．

(a)キタキツネ

(120点)

(b)熊

(120点)

図 5: 目標図形

(a) キタキツネ

（110点，IH23）

(b)熊

(108点，IH04)

図 6: 本手法によって得られたタイル (GA50世代)

(a)キタキツネ

(120点，IH23)

(b)熊

(120点，IH28)

図 7: 先行研究 [Koizumi 09]によって得られたタイル

6. おわりに

本研究では，GAによる代表点群および IHタイプの選択を

行う大域的探索と，解析的演算によるタイル図形決定を行う局

所探索とを統合した手法により，所与の形状に類似するタイリ

ング可能な図形を自動生成する手法を提案した．実験結果よ

り，先行研究 [Koizumi 09]が目標図形に類似するタイルを生

成できない場合であっても，提案手法は目標図形に近いタイル

を生成できることを確認した．

今後は，多点探索である GAの特性に着目した複数のタイ

ル図形の提示方法や，多様性を維持することでユーザの発想を

支援するシステムの実現を検討する．また，特徴的な輪郭の部

図 8: キタキツネのタイリングアート

図 9: 熊のタイリングアート

分形状に注目した類似性評価方法や，ユーザの嗜好を反映した

タイル図形の生成方法を検討する．
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