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We discuss combinatorial optimization techniques inspired by binary decision diagrams (BDDs). There is close
connection between BDDs and combinatorial optimization problems. BDDs are useful data structure to represent
a large discrete space of a feasible region, where some optimization problems are formulated as shortest-path or
longest-path problems. Additionally, top-down BDD construction can be viewed as binary search with memoriza-
tion. It can be modified to an interesting combinatorial optimization algorithm by incorporating a branch-and-
bound method into it. In this report, we review BDD-based techniques in the context of combinatorial optimization.

1. はじめに
二分決定グラフ（BDD: Binary Decision Diagram）は，離

散値の集合を効率良く表現するデータ構造である [Bryant 86,
Knuth 11]．一方，組合せ最適化問題は，与えられた制約を満
たす離散値（実行可能解）の中で，与えられた目的関数の値
を最小化（または最大化）するものを見つけ出す問題である．
BDDと組合せ最適化問題には深い関係がある．BDDは問題の
実行可能領域を表現することができる．その場合，ある種の組
合せ最適化問題は BDD上の最短経路（または最長経路）を求
める問題に帰着できる．また，BDDは組合せ最適化問題にお
ける探索木に対応すると解釈することもできる．BDDの既約
化は冗長な探索を排除する仕組みであり，動的計画法との関連
性が高い [Hooker 13]．分枝限定法も組合せ最適化問題を解く
代表的な手法の一つであるが，その鍵となる上界または下界の
計算においても，BDDを用いたアルゴリズムが有用であるこ
とが報告されている [Bergman 13]．
組合せ最適化問題の多くは NP困難のクラスに属するが，問

題の性質をうまく利用した実用的な解法が考えられている問題
が少なくない．例えば最短経路問題，巡回セールスマン問題，
最大フロー問題などである．その一方，より抽象的な枠組みの
中で問題を定式化し，それによって汎用性の高い最適化ツール
を提供する取り組みも成功してる．線形式や二次式などで定式
化された問題を解く整数計画法などが，その代表的な例であ
る．我々は本研究において，後者に近い考え方の中で BDDを
応用する良い方法を探ろうとしている．本文では，BDDの技
術を組合せ最適化の観点から再検討し，性能と汎用性の高い最
適化手法を実現するための考察を行う．

2. BDDと組合せ最適化
ここでは組合せ最適化問題を，離散値の定義域D=D1×·· ·×

Dn に対して目的関数 f : D→ R および m 個の制約条件 C j :
D→ {0,1}, j = 1, . . . ,mが与えられたとき min{ f (x) |C j(x) =
1, j = 1, . . . ,m}または max{ f (x) |C j(x) = 1, j = 1, . . . ,m}を求
める問題と定義する．全ての j（= 1, . . . ,m）についてC j(x) = 1
となるような xの値の集合 C ⊆ Dは，この問題の実行可能領
域と呼ばれる．単純化のため，以降では全ての i（= 1, . . . ,n）
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図 1: A∧B∧C を表現する
BDDの構築

図 2: BDD構築に分枝限定法を
取り入れた最適化

について Di = {0,1}である問題について議論する．多値から
2値への変換，あるいは多分決定グラフ（MDD）を考えると，
ここでの議論を一般的な問題に拡張することができる．
まず最初に，制約条件が乗法標準形（CNF）で与えられてい

る例を考える．論理変数 x, y, zに関して 3つの制約条件（節）
A = x∨ y，B = ¬x∨ y∨ z，および C = ¬y∨¬z が与えられて
いるとする．CNF から BDD への変換は伝統的な apply 演算
[Bryant 86]でも実現できるが，ここでは後に紹介する手法との
関連から，節集合を「状態」として BDDを構築していく方法
を取り上げる [Huang 04,岩下 14]．図 1は，この方法で BDD
を構築した様子を描いたものである．最上位（レベル 1）にあ
る根ノードの状態 {A,B,C}は，どの節の充足についても確定
していないことを示している．変数 xの値を 0に定めると節 B
の充足が確定し，レベル 2の状態 {A,C}に遷移する．反対に
1 に定めると節 Aの充足が確定して，レベル 2 のもう一つの
状態 {B,C}に遷移する．レベル 2の状態 {A,C}で変数 yの値
を 0に定めると節 Aを充足できないことが確定するため，そ
の探索枝は打ち切って良い．このように，状態の変化をトップ
ダウンに追跡していくことで，BDDを一気に構築できる．
目的関数が f (x) = ∑n

i=1 fi(xi)の形を持つとき，この目的関
数は分離可能（separable）であると言う．実行可能領域を示す
BDDを一度構築してしまえば，分離可能な目的関数に対して
の最適化は容易である．BDDにおいて，xi = 0に対応する枝
の重みを fi(0)，xi = 1に対応する枝の重みを fi(1)として，根
から⊤までの最短経路または最長経路を求めれば良い．さら
に [Hooker 13]では，目的関数が分離可能でない場合でも，そ
の値が BDDにおける経路上の枝の重みの和で得られるような
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「重み付き BDD」を構成可能であることが示されている．ただ
し，その効率的な（BDDを木に展開してから再び圧縮する等
ではない）構成方法は自明ではなく，問題ごとにうまく設計し
てやる必要がある．

3. 性能の改善と汎用性の改善
BDDは実行可能領域全体を列挙するには強力な技術である

が，最適値を求めることだけを目的とする場合には，必ずしも
そこまでの処理が必要ではない．最適値を含む領域，例えば目
的関数の値が閾値よりも良い領域だけについて処理すること
が，性能改善につながるだろう．これは一種の分枝限定法と考
えることができる．
前節の例において，節 Aの重みを 2，節 Bと C の重みを 1

とした重み付き最大充足割当問題（weighted MaxSAT）を考え
てみよう．ここでは，充足されない節の重みの和を目的関数と
し，その最小化を目指すものとする．BDD構築に分枝限定法
を取り入れた解法を図 2に示す．状態遷移を計算しながらトッ
プダウンで BDDを構築していくところは図 1と同様であるが，
図 2 の各ノードには状態の他に目的関数値の下界と上界が付
与されている．どの変数値も決まっていない根ノードにおける
下界は 0（全ての節が充足），上界は 4（全ての節が非充足）で
ある．変数 xの値を 0に定めて節 Bの充足が確定すると上界
が 1減少して 3に，1に定めて節 Aの充足が確定すると上界
が 2減少して 2に変化する．レベル 2の状態 {A,C}で変数 y
の値を 0に定めると節 Aの非充足と節 Cの充足が確定するた
め，下界が 2増加，上界が 1減少してどちらも 2になる．遷
移先は未確定の節が無いことを示す状態 {}である（MaxSAT
問題なので，特定の節が充足できない場合でも探索は継続す
る）．一般の分枝限定法と同様に，他の探索枝の上界よりも大
きな下界を持つ探索枝は，その先を探索せず捨ててしまって構
わない．したがってレベル 3 の他のノードが計算された時点
で，このノードは不要であることがわかる．以後同様に処理し
ていくと，レベル 4の終端ノードまでたどり着く．終端ノード
では全ての変数値が確定しているため，下界と上界はともに目
的関数の値を示す．根ノードから最小値を持つノードまでの全
ての経路が解である．
上に示した方法は，MaxSAT問題の解法としては単純すぎる

のだが，より一般的な問題に対しても適用可能なものである．目
的関数が定数 s1と中間変数 s2, . . . ,sn を使って f (x) = f̃ (sn+1)，
si+1 = f̃i(si,xi)（i = 1, . . . ,n）の形で定義できるとき，アルゴリ
ズム 1を使用して問題を解くことができる． GETCHILD(u,d)
は，ノード u の d-枝側の子ノード ud を得る関数である．u
が持つ状態を su とすると，ud の状態は f̃i(su,d) で求められ
る．同じ状態を持つノードは複数の親ノードで共有される．
GETBOUNDS(LBu,u,d)は，uが持つ下界 LBuを参照して ud が
持つ下界と上界を求める関数である．LBuを参照可能にするこ
とで，su の情報量を削減してノードの共有を起こりやすくさ
せられる狙いがある．
この方法では，良い下界と上界を求めることが鍵となる．

MaxSAT問題のように目的関数が m個の部分関数の和 f (x) =
∑m

j=1 f j(x)で定義され，それぞれの f j(x)が {x1, . . . ,xn}の空で
ない（小さな）部分集合に依存しているものであれば，比較的
容易に下界と上界を得ることができる．他の問題でも，BDD
の緩和によって下界を見積もる [Bergman 13]の考え方が応用
できるだろう．また，深さ優先探索を組み合わせれば，通常の
分枝限定法のように，より良い上界を早期に発見できる可能性
がある．

Algorithm 1: BDD構築法をベースにした組合せ最適化

1 create root node r at level 1
2 initialize bounds [LBr,UB]
3 for i = 1 to n do
4 foreach node u at level i do
5 if LBu ≤ UB then
6 foreach d ∈ {0,1} do
7 v← GETCHILD(u,d)
8 [lb,ub]← GETBOUNDS(LBu,u,d)
9 if LBv is not defined then

10 add a d-edge from u to v
11 LBv← lb

12 else if lb = LBv then
13 add a d-edge from u to v

14 else if lb < LBv then
15 remove all edges to v
16 add a d-edge from u to v
17 LBv← lb

18 UB←min(UB,ub)

19 return path(s) from the root to the best terminal.

なお，本節では制約条件（実行可能領域）の取り扱いについ
て詳しく触れなかったが，[Iwashita 13]で紹介されているサブ
セッティング法などを用いて実現することが可能である．

4. おわりに
トップダウン BDD構築の技術を応用して組合せ最適化問題

を解く方法について議論した．組合せ最適化において性能と汎
用性の両立は極めて困難であるが，ここでは目的関数のクラス
を限定しないアルゴリズムについて検討した．試験的な実装で
は実際にいくつかの興味深い問題が解けることを確認している
が，性能面ではまだ多くの課題と改善の可能性が残されている
ようだ．
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