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In AI communities, many applications utilize PageRank. To obtain high PageRank score nodes, the original
approach iteratively computes the PageRank score of each node until convergence by using the whole graph. If the
graph is large, this approach is infeasible due to its high computational cost. The goal of this study is to find top-k
PageRank score nodes efficiently for a given graph without sacrificing accuracy. Our solution, F-Rank, is based on
two ideas: (1) It iteratively estimates lower/upper bounds of PageRank scores, and (2) It constructs subgraphs in
each iteration by pruning unnecessary nodes and edges to identify top-k nodes. Experiments show that F-Rank
finds top-k nodes much faster than the original approach.

1. はじめに
PageRank は人工知能の分野においてグラフにおけるノー

ドの重要性を計算するために用いられる最も有名な手法である
[Page 99]．しかし PageRank の問題点として計算コストが高
いことが挙げられる．それは PageRank の計算ではグラフ全
体を用いて全てのノードのスコアが収束するまで繰返し計算を
行わなければならないためである．本論文では PageRank が
上位 k 個のノードを高速に検索する問題に取り組む．
本論文では F-Rank を提案する [Fujiwara 13]．提案手法は

繰り返し計算の中で再帰的に類似度の下限値と上限値を推定
し，動的に解ノードになり得ないノードを枝刈りする．提案手
法と特徴として以下のものが挙げられる．

• 高速: 従来の繰り返し計算に基づくオリジナルの手法と
比較して提案手法はより高速に検索が可能．

• 正確: 提案手法は正確に上位 k 個のノードを検索可能．
• 高い柔軟性: 提案手法は事前計算を必要としないため任
意のグラフに対してアドホックに検索可能．

• パラメータフリー: 提案手法に必要となる内部パラメー
タの設定はない．そのためユーザは PageRank による検
索を簡易に行うことができる．

2. 前準備
まず本論文で用いる記号を定義し，背景技術の詳細を説明

する．PageRank ではランダムなノードからランダムウォー
クを開始し，各ステップにおいて再帰的にランダムウォークを
確率 s(0 < s < 1) で繰り返す．また各ステップにおいて一定
の確率 1− s でランダムなノードにジャンプする．集合 V と
E をそれぞれグラフ全体のノードとエッジの集合とすると，問
い合わせ対象のグラフは G = {V,E} と表現できる．p を u

番目の要素 p[u] がノード u の PageRank のスコアに対応す
る列ベクトルとする．また N をグラフのノード数としたとき
に，e を全ての要素の値が 1/N である列ベクトルとする．ま
た W [u, v] をノード v からノード u へ移動する確率としたと
きに，W を列要素が正規化されたグラフの隣接行列とする．
各ノードの PageRank のスコアは以下の式を再帰的に収束す
るまで繰返し計算を行うことで得られる．

pi = sWpi−1 + (1− s)e (1)

ここでもし i = 0 であれば pi は e に設定される．この繰返し
計算を行うオリジナルの手法は各ノードにおける PageRankの
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スコアが収束するまで行う．M をグラフのエッジ数とし T を収
束するまでの計算回数とすると，この計算には O((N +M)T )
の計算コストが必要となる．そのため大規模なグラフに対して
高速に検索が行えないという問題がある．

3. 提案手法
ここではまず手法の概要を述べてから具体的に上位 k 個の

ノードを検索する方法について述べる．

3.1 手法概要
提案手法は高速に検索するために PageRank のスコアの下

限値と上限値を推定する．オリジナルの手法のようにグラフ全
体を用いず，推定値により不要なノードとエッジを繰返し計算
において枝刈りし，部分グラフを用いて検索を行う．
提案手法には様々な利点がある．まず k 個のノードが検索

結果として特定されればスコアの収束を待つことなく繰返し計
算を打ち切ることができる．そのためオリジナルの手法と比較
して少ない繰返し計算回数で検索を行うことができる．また提
案手法は推定値を用いて検索を行うが，検索結果は理論的に正
確であることが保証されている．これは推定値により検索結果
に影響を与えないことが保証されているノードのみを枝刈りす
ることができるからである．また推定値を用いることにより任
意に与えられたグラフに対して高速に部分グラフを構築するこ
とができる．推定値から検索結果の計算に不要なノードとエッ
ジを特定することができる．そのため提案手法は検索に必要な
ノードとエッジのみを有する部分グラフを動的に構築すること
ができる．結果としてグラフ全体を用いるオリジナルの手法と
比較して，提案手法は高速な検索を行うができる．また提案手
法に必要となる内部パラメータの設定はない．そのためユーザ
は PageRank による検索を簡易に行うことができる．

3.2 下限値と上限値の推定
ここでは下限値と上限値の推定方法を述べ，またそれらの

性質を示す．i (i = 0, 1, 2, . . .) 番目の繰返し計算において候
補ノードの集合に含まれるノードの推定値を計算する．候補
ノードの集合を求める方法については後に述べる．上限値を
計算するために候補ノードの集合 Ci に到達可能なノードの
集合 Ri を用いる．ここでノード u がノード v に到達可能と
は，ノード u からノード v にグラフ上でパスが存在するとい
うことである．また u 番目の要素がエッジの最大の重みから
W [u] = max{W [u, v] : v ∈ V} となる N × 1 の列ベクトルを
W とする．また長さが i のランダムウォークの確率を N × 1
の列ベクトル ri とする．ここでグラフの隣接行列W の i 乗
を用いて ri は ri = Wie と計算できる．なおもし i = 0 であ
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ればWi = I とする（I は単位行列）．i 番目の繰り返し計算
における下限値 p

i
と上限値 pi を以下のように定義する．

定義 1 (下限値) i 番目の繰り返し計算における下限値 p
i
は

以下のように計算する．

p
i
= (1− s)

∑i
j=0 s

jrj (2)

定義 2 (上限値) i 番目の繰り返し計算における上限値 pi は
以下のように計算する．

pi = (1− s)
∑i

j=0 s
jrj + si+1ri +∆iσiW (3)

式 (3) において σi = si+1(1− s)−1 であり ∆i はベクトル ri

の要素を用いて以下のように計算する．

∆i =

{
1 (i = 0)∑

u∈Ri
∆i[u] (i ̸= 0)

(4)

ここで ∆i[u] = max{ri[u]− ri−1[u], 0} である．

補助定理 1 (下限値) i 番目の繰り返し計算においてベクトル
p と p

i
の u 番目の要素において p

i
[u] ≤ p[u] が成り立つ．

証明 式 (1) から

pi = sWpi−1 + (1− s)e = s2W2pi−2 + (1− s)(sWe+ e)

= siWip0 + (1− s)(si−1Wi−1e+ si−2Wi−2e+ . . .+ e)

= siWie+(1−s)
∑i−1

j=0(s
jWje)

となる．ページランクの各ノードのスコアは式 (1) の収束値
であるため p = p∞ となる．そのため 0 < s < 1 であり行列
W∞ の要素は 0 から 1 であるため

p = s∞W∞e+ (1− s)
∑∞

j=0(s
jWje) = (1− s)

∑∞
j=0 s

jrj

となる．この式からノード uにおいて以下の不等式が成り立つ．

p[u]=(1−s)
∑∞

j=0 s
jrj [u]≥(1−s)

∑i
j=0 s

jrj [u]=p
i
[u] □

補助定理 2 (上限値) i 番目の繰り返し計算において pi[u] ≥
p[u] がベクトル p と pi に対して成り立つ．

証明 上記の証明にあるとおり

p[u] =(1− s)
∑∞

j=0 s
jrj [u]

=(1− s)
∑i

j=0 s
jrj [u] + (1− s)

∑∞
j=1 s

i+jri+j [u]

となる．まず ri+j [u] ≤ ri[u] + j∆iW [u] が成り立つことを示
す．Hj [u] を j ホップでノード u へ到達できるノードの集合と
する．なおここで Hj [u] ⊆ Ri ⊆ V となる．ri+j − ri+j−1 =

Wi+je−Wi+j−1e = WWj−1(ri − ri−1), であるため

ri+j [u]− ri+j−1[u]

=
∑

v∈H1[u]

∑
w∈Hj−1[v]

W [u, v]W j−1[v, w](ri[w]− ri−1[w])

≤
∑

w∈Hj−1[v]

∑
v∈H1[u]

W [u]W j−1[v, w]∆i[w]

≤W [u]
∑

w∈Ri
∆i[w]

(∑
v∈H1[u]

W j−1[v, w]
)

となる．Wj−1 は列が正規化された行列であるため∑
v∈H1[u]

W j−1[v, w] ≤ 1 となる．そのため

ri+j [u]− ri+j−1[u] ≤ W [u]
∑

w∈Ri
∆i[w] = ∆iW [u]

となる．よって

ri+j [u] ≤ ri+j−1[u] + ∆iW [u] ≤ . . . ≤ ri[u] + j∆iW [u]

となる．この性質を用いて

(1−s)
∑∞

j=1 s
i+jri+j [u]≤(1−s)

∑∞
j=1(s

i+jri[u]+jsi+j∆iW [u])

となる．
∑∞

j=1 s
i+j ≤ si+1

1−s
と

∑∞
j=1 js

i+j ≤ σ[i]
1−s
から

(1− s)
∑∞

j=1 s
i+jri+j [u] ≤ si+1ri[u] + ∆iσ[i]W [u]

となる．そのため式 (3) より

p[u] ≤ (1− s)
∑i

j=0 s
jrj [u] + si+1ri[u] +∆iσ[i]W [u] = pi[u]

となる．よって成り立つ． □

補助定理 3 (推定値の収束) 推定値は PageRank の正確なス
コアに収束する．すなわち p

∞
[u]=p∞[u]=p[u] となる．

証明 紙幅の都合により省略． □
補助定理 3 は提案手法が収束することを示す．

3.3 部分グラフの構築
提案手法は再帰的に上位 k 個のノードを検索するために候

補ノードを計算し，もし候補ノードの数が k 個になれば計算
を打ち切る．推定値は候補ノードの集合に含まれるノードに対
して部分グラフを計算するが，候補ノードは繰返し計算の中で
動的に更新する．ここでは候補ノードと部分グラフの定義とそ
の性質を示す．
閾値 ϵi−1 を i− 1 番目の繰り返し計算おける k 番目に高い

下限値とすると，i 番目の繰り返し計算おける候補ノードの集
合 Ci は以下のように定義される．

定義 3 (候補ノード) i 番目の繰り返し計算おける候補ノード
の集合を以下のように計算する．

Ci =

{
V (i = 0)
{u ∈ V : pi−1[u] ≥ ϵi−1} (i ̸= 0)

(5)

集合 Ci の理論的性質は以下の通りである．

補助定理 4 (候補ノード) もしあるノード u が集合 Ci に含
まれなければ（すなわち u /∈ Ci であれば），ノード u は解
ノードになり得ない．

証明 ϵ を PageRank の k 番目に高いスコアとすると，補助定
理 1 から明らかに ϵi−1 ≤ ϵ．また補助定理 2 から pi−1[u] ≥
p[u]．A を解ノードの集合とするともし i ̸= 0 であれば

A = {u ∈ V : p[u] ≥ ϵ} ⊆ {u ∈ V : pi−1[u] ≥ ϵi−1} = Ci

である．また i = 0 であれば A ⊆ V = Ci である．そのため
u /∈ Ci となるノードは存在しない．結果としてもし u /∈ Ci

であればノード u は解ノードになり得ない． □
補助定理 4 から A ⊆ Ci であるため，各繰返し計算において
集合 Ci−1 から集合 Ci を以下のように逐次的に計算できる．

定義 4 (候補ノードの更新) もし i ̸= 0 であれば各繰り返し
計算において集合 Ci を以下のように逐次的に計算する．

Ci = {u ∈ Ci−1 : pi−1[u] ≥ ϵi−1} (6)

補助定理 5 (候補ノードの更新) 各繰り返し計算において候補
ノードの集合は単調減少する．すなわち Ci ⊆ Ci−1 である．
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証明 式 (6) において集合 Ci は集合 Ci−1 の部分集合として
得られるため，Ci ⊆ Ci−1 であることは明らかである． □
部分グラフより候補ノードに対して推定値を計算する．i 番

目の繰り返し計算おける部分グラフは以下のように定義する．

定義 5 (部分グラフ) Gi = {Vi,Ei} を i 番目の繰り返し計算
おける部分グラフとする．もし i = 0 であれば V0 と E0 はそ
れぞれ V と E とする．もし i ̸= 0 であれば Vi と Ei はそれ
ぞれ Vi = Ri と Ei = {(u, v) ∈ E : u ∈ Ri, v ∈ Ri} とする．
ここで (u, v) はノード u からノード v へのエッジである．

部分グラフについての以下の補助定理を示す．

補助定理 6 (部分グラフ) i 番目の繰り返し計算おける候補
ノードに対する推定値は部分グラフ Gi から計算できる．

証明 もし i = 0 であれば部分グラフ Gi はグラフ G と等し
いため成り立つ．そうでなければ定義 1 と 2 からもしノード
u のランダムウォークの確率からノード u の推定値は計算で
きる．もしノード v がノード u へ到達できなければ，ノード
v のランダムウォークの確率はノード u のランダムウォーク
の確率に影響しない．そのためノード集合 Ri とその集合にお
けるエッジの集合が推定値を求めるために必要となる． □

補助定理 7 (部分グラフ Gi の単調減少) 繰返し計算におい
て部分グラフは Gi ⊆ Gi−1 となる性質がある．

証明 （１）集合 Ri は集合 Ci に到達可能なノードの集合で
あり，（２）補助定理 5 から Ci ⊆ Ci−1 であるため，明らかに
Ri ⊆ Ri−1 である．よって定義 5 から Gi ⊆ Gi−1 となる．□
補助定理 7 に基づき部分グラフを構築する方法は後に示す．
繰返し計算において部分グラフを用いて逐次的に推定値を

以下のように計算する．

定義 6 (逐次的な推定値の計算) 下限値と上限値を逐次的に以
下のように計算する．

p
i
[u] =

{
(1− s)/N (i = 0)
p
i−1

[u] + (1− s)siri[u] (i ̸= 0)
(7)

pi[u]=

{
1/N + s(1− s)−1W [u] (i = 0)

p
i−1

[u]+siri[u]+∆iσiW [u] (i ̸= 0)
(8)

ここでもしもし i ̸= 0 であれば確率 ri[u] は部分グラフ Gi か
ら ri[u] =

∑
v∈Vi

W [u, v]ri−1[v] と計算し，そうでなければ
r0 = e とする．

補助定理 8 (逐次的な推定値の計算) もし v ∈ Vi であるノー
ド v に対してランダムウォークの確率が得られていれば，u ∈
Ci であるノード u に対して定義 6 から推定値は O(1) の計
算コストで計算できる．

証明 紙幅の都合により省略． □

3.4 検索アルゴリズム
Algorithm 1 に上位 k 個のノードを検索するアルゴリズム

を示す．もし i = 0 であれば定義 3 と 5 より集合 C0 とグラ
フ G0 をそれぞれ C0 = V と G0 = G として初期化する（２
～３行目）．そうでなければグラフ Gi−1 に幅優先探索を用い
て集合 Ci から集合 Ri を計算する（７行目）．これは補助定
理 7 からグラフ Gi に対して Gi ⊆ Gi−1 という性質があるか
らである．そして定義 5 から集合 Ri を用いて部分グラフ Gi

を計算する（８行目）．部分グラフ Gi における各ノードに対
してランダムウォークの確率を計算するが（１０～１２行目），
これは補助定理 6 からこのランダムウォークの確率が推定値
を計算するために必要だからである．そして候補ノード Ci に

Algorithm 1 F-Rank

Input: G, オリジナルのグラフ; k, 解ノードの数
Output: 解ノードの集合
1: i := 0;
2: C0 := V;
3: G0 := G;
4: repeat
5: if i ̸= 0 then
6: i := i + 1;
7: 幅優先探索を用いてグラフ Gi−1 のノード集合 Ci に対するノード

集合 Ri を計算;
8: 部分グラフ Gi をノード集合 Ri から計算;
9: end if
10: for u ∈ Vi となるノードに対して do
11: 部分グラフ Gi から確率 ri[u] を計算;
12: end for
13: for u ∈ Ci となるノードに対して do
14: 式 (7) と (8) から推定値 p

i
[u] と pi[u] を計算;

15: end for
16: 候補ノード Ci から閾値 ϵi を計算;
17: 式 (6) を用いて ϵi と Ci から Ci+1 を計算;
18: until |Ci+1| = k
19: return Ci+1;

対して推定値を計算し（１３～１５行目），候補ノード Ci か
ら閾値 ϵi を計算する（１６行目）．また候補ノードを更新し
Ci+1 を計算する（１７行目）．もし集合 Ci+1 の大きさが k
であれば（すなわち |Ci+1| = k であれば），補助定理 4 から
候補ノードの集合 Ci+1 に含まれるノードは全て解ノードであ
る．そのため繰返し計算を打ち切り（１８行目），候補ノード
の集合 Ci+1 を解ノードとして出力する（１９行目）．

Algorithm 1 にあるとおり，提案手法は検索における事前計
算を必要としない．すなわち提案手法はアドホックに検索を行
うことができる．また提案手法はユーザに内部パラメータの設
定を求めることはない．そのためユーザは簡易に PageRank
による検索を行うことができる．
提案手法の理論的解析を示す．以下の定理は提案手法が正確

に検索を行うことを示す．

定理 1 (検索の正確性) 提案手法は PageRank のスコアが上
位 k 個のノードを正確に計算する．

証明 i 番目の繰り返し計算においてもし pi[u] < ϵi であれば
ノード u を枝刈りする．補助定理 1 より ϵi ≤ ϵ であり，また
補助定理 2 より pi[u] ≥ pi[u] であるため，提案手法により解
ノードが枝刈りされることはない．もしノード u が解ノード
でなければ，補助定理 2 からすくなくともある繰返し計算に
おいて pi[u] < ϵ となる．そのためノード u はその上限値か
ら枝刈りされる．そのため提案手法における検索結果はオリジ
ナルの手法による検索結果と等しくなる． □
次に提案手法における計算コストを示す．n と m をそれぞれ
繰返し計算における部分グラフの平均のノード数とエッジ数
とする．また c と t を繰返し計算における候補ノードの平均
個数と繰返し計算回数とする．ここで明らかに c ≤ n である．
なおオリジナルの手法の計算コストは O((N +M)T ) である．

定理 2 (計算コスト) 提案手法で検索を行うのに必要となる計
算コストは O((n+m+ log c log k)t) である．

証明 提案手法はまず幅優先探索を用いて O((n+m)t) の計算
コストで部分グラフを構築する．そして部分グラフの各ノード
に対してランダムウォークの確率を O((n+m)t) の計算コス
トで計算する．補助定理 8 から各ノードの推定値は O(1) の計
算コストで得られるため，候補ノードの推定値は O(ct) の計算
コストで計算できる．各繰り返し計算において下限値を用いて
候補ノードから閾値 ϵi を計算するが，これには O(log c log k)

の計算コストが必要となる．これは（１）もし候補ノードか
ら新たに k 番目のノードが得られればフィボナッチヒープを
用いて k 番目の下限値を O(log k) の計算コストで更新でき，
（２）候補ノードにランダムにアクセスすることで更新の平均
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図 1: 検索時間 図 2: ランダムウォーク回数と適合率 図 3: ランダムウォーク回数と検索時間

表 1: それぞれのパラメータの値

パラメータ データセット
P2P Web Wikipedia

N 6.26 × 104 3.26 × 105 2.39 × 106

c 3.16 × 104 1.49 × 105 4.00 × 105

n 4.69 × 104 2.70 × 105 6.29 × 105

M 1.48 × 105 3.22 × 106 5.02 × 106

m 1.20 × 105 3.06 × 106 2.44 × 106

T 18 116 97

t 9 33 21

回数は O(log c) となるからである．閾値 ϵi と下限値を用いて
候補ノード Ci から更新後の候補ノード Ci+1 を O(ct) の計
算コストで得られる．結果として提案手法に必要な計算コスト
は O((n+m+ log c log k)t) となる． □

4. 評価実験
提案手法の有効性を確認するために評価実験を行った．実

験では P2P∗1，Web∗2，Wikipedia∗3 の３つのデータを用い
た．P2P は Gunutella におけるネットワークでありノード数
は 62, 586 でありエッジ数は 147, 892 である．Web はイタリ
アにおける CNR ドメインにおけるウェブのネットワークで
あり，ノード数とエッジ数はそれぞれ 325, 557 と 3, 216, 152
である．Wikipedia は Wikipedia に登録されたユーザ間の
ネットワークでありノード数は 2, 394, 385 でありエッジ数は
5, 021, 410 である．PageRank におけるパラメータは過去の
論文 [Page 99] と同様に s = 0.85 とした．実験は CPU が
Intel Xeon 3.33GHz の Linux サーバで行った．

4.1 検索時間
提案手法とオリジナルの手法の検索時間を調べた．図 1に結

果を示す．この図において “F-Rank(k)” は F-Rank において
解の個数を k としたときの結果を示す．オリジナルの手法で
は更新後におけるページランクの差分が 10−10 以下になるま
で繰り返し計算を行った [Langville 06]．なおオリジナルの手
法はすべてのノードに対してページランクを計算するため，解
の個数 k の値は計算時間に影響ない．また表 1 に k = 50 の
ときの各手法におけるそれぞれのパラメータの値を示す．なお
これらの値は与えられたグラフに対して自動的に決定される．
図 1から提案手法はオリジナルの手法より大幅に高速であ

ることが分かる．これはオリジナルの手法の計算量が O((N +
M)T ) であるのに対して，提案手法の計算量が O((n + m +

log c log k)t) であり（定理 2），大幅に低減されているからで
ある．表 1 に示すとおり，提案手法における部分グラフは与
えられたグラフより小さく，また繰り返し計算回数もオリジナ
ルの手法より少ない．

∗1 http://snap.stanford.edu/data/p2p-Gnutella31.html
∗2 http://law.di.unimi.it/webdata/cnr-2000/
∗3 http://snap.stanford.edu/data/wiki-Talk.html

4.2 正確性
提案手法の大きな利点の一つとして，オリジナルの手法と

同じ検索結果を得られることが挙げられる．この利点を示す
ために，提案手法を PageRank の近似計算手法の一つである
“MC complete path stopping in dangling nodes” と比較を
行った．この手法は Avrachenkov らによって提案されたもの
である [Avrachenkov 07]．この手法はモンテカルロ法を用い
て PageRank を近似するもので，具体的にはランダムウォー
クを複数回試行し，各ノードごとのランダムウォークがたどっ
た回数に基づき PageRank を近似する．この手法はランダム
ウォークの回数が増えるほど近似の精度が向上するため，実
験ではランダムウォークの回数を変えて精度と速度を調べた．
図 2 および 3 に精度および速度の結果を示す．なおこの実験
においてデータセットは P2P とし，k = 50 とした．図 2 に
おいて，精度の評価にはオリジナルの手法による解に対するそ
れぞれの手法による解の適合率を用いた．
図 2 から提案手法の適合率は 1 であることが分かる．これ

は提案手法が理論的に正確に検索できるからである（定理 1）．
また図 2 から従来の近似手法はランダムウォークの回数が増
えるほど精度が向上することが分かる．しかし図 3 からラン
ダムウォークの回数が増えるほど検索時間が長くなってしまう
ことが分かる．これらの図から提案手法は既存の近似手法に対
して速度においても精度においても優れていることが分かる．

5. まとめ
本論文では PageRank に対して高速かつ正確に上位 k 個の

ノードを検索する手法を提案した．提案手法は PageRank の
下限値と上限値を推定し，動的に部分グラフを構築することで
高速な検索を行う．実データを用いて提案手法と既存手法を比
較したところ，提案手法はより高速に上位 k 個のノードを検
索できることを確認した．
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