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分離可能想定下での非負行列分解に対する楕円丸め法
Ellipsoidal Rounding for Nonnegative Matrix Factorization Under Noisy Separability
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This manuscript provides an explanation of the algorithm proposed in the paper [9] for a nonnegative matrix
factorization under noisy separability. The idea behind is shown from the geometric point of view. Then, the
theoretical properties are described. Finally, numerical experiments are reported to show the practical performance.

1. はじめに
分離可能性という仮定の下での非負行列分解 (NMF) は、

データの凸包の頂点を求める問題に読み替えることができる。
本稿では、この問題に対して [9]で提案した手法について説明
する。本稿は [10]における記述を参考にしている。

NMFとは与えられた非負行列を二つの非負行列の積の形に
分解するという問題である。ここで、非負行列とは全ての要素
が非負な実数となる行列である。この問題の正確な記述は以
下の通りである。大きさが d × mの非負行列の集合を Rd×m

+

と書く。今、A ∈ Rd×m
+ と自然数 rが与えられているとする。

このとき、Aを
A = FW + N

となる F ∈ Rd×r
+ とW ∈ Rr×m

+ の積の形で分解することを
考える。ここで、N は大きさが d×mの実行列で分解の残差
を表す。Aの NMFとは、残差を表す行列N をできるだけ零
行列に近づけるような F とW を求める問題である。NMFは
画像分析、クラスタリング、トピックモデリングなどに応用さ
れ、その有効性が報告されている。

NMFは NP困難な問題であると知られている。この困難さ
に対して、Aroraら [1]は分離可能性という仮定を利用するこ
とを提案した。分離可能性を仮定するとNMFは扱い易い問題
になる。A ∈ Rd×m

+ が

A = FW for F ∈ Rd×r
+ and W = (I, K)Π ∈ Rr×m

+ (1)

と表すことができるときAは分離可能性を満たすと言う。こ
こで、I は r× rの単位行列、Πはm×mの置換行列を表す。
Aが分離可能性を満たすとは、Aはその列ベクトルとして F

の列ベクトルを有していることを意味する。本稿では分離可能
性を満たす行列を分離可能な行列と呼ぶ。(1)の形の分離可能
な行列Aを構成する F を基底行列、W あるいはその部分行
列K を重み行列と呼ぶ。分離可能な行列 A にノイズを表す
行列 N を加えた行列 eA = A + N をノイズを含む分離可能
な行列と呼ぶ。ノイズを含む分離可能な行列 eAは

eA = F (I, K)Π + N (2)

= (F + N (1), FK + N (2))Π

と表すことできる。ここで N (1) と N (2) は NΠ−1 =

(N (1), N (2)) を満たす N の部分行列でそれぞれの大きさは
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d × rと d × (m − r)である。本稿では F + N (1) をノイズを
含む基底行列と呼ぶ。
本稿ではノイズを含む分離可能性の下での NMFを考える。

この問題は次のように記述される。

問題 1. データ行列M はノイズを含む分離可能な d × mの
行列とする。I は集合 {1, . . . , m}の部分集合で r 個の要素を
持つとする。このとき、M(I)ができるだけ基底 F に近くな
るような I を求めよ。

ここで、M(I) はM の部分行列でその列ベクトルの添字
集合が I となるようなものを表す。本稿では問題 1における
データ行列M の列ベクトルをデータ点と呼ぶ。問題 1に対す
るアルゴリズムは以下のような性質を持つことが望まれる。

• (正当性) データ行列M は分離可能な行列であるとする。
このとき、アルゴリズムはM(I) = F となる I を出力
する。

• (頑強性) データ行列M はノイズを含む分離可能な行列
であるとする。つまりM は分離可能な行列とノイズを表
す行列N の和で与えられているとする。もし ||N ||p < ε

なら、アルゴリズムは ||M(I) − F ||p < τε なる I を出
力する。ここで τ は実定数、|| · ||p は行列の pノルムを
表す。

頑強性において、アルゴリズムがノイズを含む基底を特定でき
ると τ = 1となる。

[9]の提案手法は正当性と τ = 1の頑強性を理論的に保証す
ることができる。提案手法のアルゴリズムは分離可能な行列の
幾何的な構造に基いて設計されている。分離可能な行列に比較
的妥当な仮定を置くと、その列ベクトルの凸包は単体となり、
頂点は基底行列の列ベクトルに対応する。したがって、単体の
頂点を全て見つけることができると分離可能な行列の基底行列
が得られる。提案手法は以下のような二つの幾何的な性質を利
用している。(2.2節の性質 1) 単体に対して体積最小閉包楕円
を描くとその頂点を見つけることができる。(2.2節の性質 2)

多少のノイズが加わったとしても、体積最小閉包楕円を描くこ
とで単体の頂点に対応している点を見つけることができる。
本稿は次のように構成されている。2節では、まず幾何的な

観点から提案手法が背景としているアイディアを説明する。そ
して、提案手法の概要を説明した後、理論的に保証されている
手法の性質を述べる。3節では既存手法との比較について述べ
る。4節ではノイズへの頑強性に関する実験とトピック抽出に
関する実験の結果を報告する。
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2. 提案手法の概要と性質
2.1 仮定と問題 1の幾何的な解釈
提案手法は分離可能な行列に対して以下のような仮定を置く。

仮定 1. 分離可能な行列 A ∈ Rd×m
+ は以下のような基底行列

F ∈ Rd×r
+ と重み行列W ∈ Rr×m

+ で構成される。

1-a) W のどんな列ベクトルもその 1ノルムは 1となる。

1-b) F の r 個の列ベクトルは線形独立である。

1-aは一般性を失わずに仮定できる。この仮定はW の列ベ
クトルは超平面上 {x : e>x = 1}に載っていることを意味す
る。ここで eはすべての要素が 1であるベクトルを表してい
る。1-bは比較的強い仮定である。しかし、実際の応用から生
じる NMFにおいては、基底行列 F の列ベクトルが線形従属
となることは稀である。実際、既存手法 [7]ではこれら 2つの
仮定の下で、正当性と頑強性を示している。
仮定 1の下での問題 1を幾何的な観点から考察する。簡単

のために、データ行列は (1)の形の分離可能な行列Aとする。
すると、仮定から conv(A)は d次元空間上の (r−1)次元単体
となり、頂点が基底ベクトルに対応する。ここで、行列に対す
る conv(·)でその列ベクトルの凸包を表す。従って、conv(A)

の全ての頂点を見つけることができると、基底行列 F が得ら
れることが分かる。conv(A) の全ての頂点を計算することは
容易であり、実際、効率的なアルゴリズムが存在する。次に、
データ行列はノイズを含む分離可能な行列 eAとする。この場
合、conv( eA) の頂点は必ずしも基底ベクトルに対応するとは
限らない。そのためノイズを含まない場合と比べて問題が難し
くなることが分かる。図 1 の左はノイズを含まない場合、右
はノイズを含む場合のデータ行列の列ベクトルの凸包を表して
いる。

: 基底 : データ点

図 1: 仮定 1の下での (d, r) = (3, 3) における分離可能なデー
タ行列の凸包。(左)ノイズが無い場合、(右)ノイズが有る場合。

2.2 基盤となる性質
提案手法は次のような二つの幾何的な性質に基づいている。

r 次元空間上の (r − 1)次元単体 ∆を考える。∆の r 個の頂
点を g1, . . . , gr ∈ Rr、∆ 内の ` 個の点を b1, . . . , b` ∈ Rr と
書く。これらに対して、正負の符号を付けたベクトルの集合
{±g1, . . . ,±gr,±b1, . . . ,±b`}を S とする。

性質 1 ([9]の Proposition 1). S を含むような原点を中心に
持つ体積最小閉包楕円を描くと、±g1, . . . ,±gr のみが楕円の
境界上に載る。

ここで、S の凸包は r 次元の多面体で、四角形を赤道面に
持つ双角錐となる。特に、r = 3の場合、つまり、三次元の場
合は八面体となる。図 2は r = 3の S に対する原点中心な体

積最小閉包楕円の様子を表している。性質 1 は r 次元空間上
の (r − 1)次元単体の頂点は閉包楕円を利用することで求めら
れることを意味している。

図 2: r = 3 の S に対する体積最小閉包楕円。このとき S の
凸包は八面体になる。

単体∆内の点 biはその頂点 g1, . . . , grの凸結合として bi =

Gki のように書ける。ここでGは g1, . . . , gr を列ベクトルと
して持つ r × r の行列で、ki は非負ベクトルでその要素を足
し合わせると 1となる。つまり、

||ki||1 = 1 and ki ≥ 0, i = 1, . . . , `

を満たす。今、点 bi を摂動させた点 b′
i を考える。点 b′

i は

||k′
i||2 < 1, i = 1, . . . , `

なるベクトル k′
i を用いて、b′

i = Gk′
i と表すことできるとす

る。このような b′
1, . . . , b

′
`に対しても、性質 1 と同様の性質が

成り立つ。集合 {±g1, . . . ,±gr,±b′
1, . . . ,±b′

`}を S ′ と書く。

性質 2 ([9]の Cororally 1). S ′ を含むような原点を中心に持
つ体積最小楕円を描くと、±g1, . . . ,±gr のみが楕円の境界上
に載る。

性質 2は r 次元空間上の (r − 1)次元単体 ∆の点にノイズ
が多少加わったとしても、単体の頂点はその閉包楕円を計算す
ることで見つけることができることを意味している。

2.3 アルゴリズムとその性質
提案手法のアルゴリズムの概要を述べる。2.1節において、

仮定 1 の下では分離可能な行列 A の凸包は d 次元空間上の
(r − 1)次元単体となり、その頂点が基底ベクトルに対応して
いることを考察した。性質 1、2 を利用するためには空間の次
元を dから rに削減する必要があるが、これはAに対して特
異値分解 (SVD)を適用することで実現することができる。提
案手法の概要は下記のアルゴリズム 1のようになる。

Algorithm 1 楕円丸め法の概要
入力: M ∈ Rd×m

+ 、自然数 r; 出力: I

1: M の SVD を利用して冗長な次元を削減した行列 P ∈
Rr×m を求める。

2: P の列ベクトル p1, . . . , pm ∈ Rr に対して S =

{±p1, . . . ,±pm}を準備する。S に対して原点中心な体
積最小閉包楕円を計算し、楕円の境界上に載っている点
の添字集合 I を出力する。

アルゴリズム 1 の主要な計算は、Step 1 における行列M

の SVDの計算と、Step 2における S に対する体積最小閉包
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楕円の計算である。S に対する体積閉包楕円の計算はm変数
の凸計画問題として定式化することができ、Frank-Wolfe法や
内点法を利用することで多項式時間で大域的な最適解が得られ
ることが知られている。データ数が多い場合は、切除平面法を
内点法と組み合わせると有効に動作することが知られている。
したがって、提案手法では内点法と切除平面法を組み合わせる
という手法を使用している。
アルゴリズム 1は以下のような性質を持つことを保証できる。

• (正当性; [9]の Theorem 1) 分離可能な行列 Aは仮定 1

を満たすとする。(A, r)に対してアルゴリズム 1を実行
して得られた添字集合を I はA(I) = F を満たす。

• (頑強性; [9] の Theorem 2) ノイズを含む分離可能な行
列 eA = A + N を考える。ここでAは分離可能な行列、
N はノイズを表す行列とする。Aは仮定 1を満たすとす
る。εを

ε =
1

4
σ(1 − µ) (3)

となるように取る。( eA, r)に対してアルゴリズム 1を実
行して得られた添字集合を I とする。すると、||N ||2 < ε

なら、|| eA(I) − F ||2 < εを満たす。

これらはそれぞれ性質 1、2 を基盤として導くことができる。
頑強性の記述における σ と µ は eA を構成してる分離可能な
行列 Aによって定まる値である。σ は Aの基底行列 F の最
小特異値である。つまり、データの凸包の潰れ具合を表す値で
ある。µはAの重み行列K の列ベクトル ki によって定まる
値で、

µ = max
i=1,...,m−r

||ki||2

を表している。仮定 1-aと ki の非負性から µ ≤ 1を満たす。
µは基底とデータ点との離れ具合を表す値であり、特に、基底
とデータ点が一致する場合に µ = 1となり、基底とデータ点
が離れるに従って µの値は小さくなる。

2.4 実践的なアルゴリズム
アルゴリズム 1において、入力データに含まれるノイズの大

きさが (3)の εより大きい場合、楕円の境界上には r個以上の
データ点が載る可能性がある。その場合、SPA[7]や XRAY[8]

などの既存手法を利用して境界上の点から r 個の点を選択す
る。アルゴリズム 2ではアルゴリズム 1は既存手法の性能を

Algorithm 2 実践的な楕円丸め法の概要
入力: M ∈ Rd×m

+ 、自然数 r; 出力: I

1: アルゴリズム 1を実行して得られた集合を J とする。

2: |J | > rならば、既存手法を利用して J から r個の要素
を選択し、それらの集合を I として出力する。

高めるための前処理として働くものとみなせる。

3. 既存手法
分離可能性の下での NMF に対する手法としては主に

AGKM[1]、Hottopixx[4, 5, 6]、SPA[7]、XRAY[8]が知られ
ている。表 1はそれらの正当性、頑強性に関する理論的な保証
についてまとめたものである。表中の “○”は対応している性
質が理論的に保証されていることを、“×”は現在のところ必ず

しも理論的には保証はされていないことを表している。“τ”は
1節の頑強性に関する記述における τ を意味しており、“≥ 1”

は対応するアルゴリズムの τ の値は 1以上であることを、“1”

は τ の値が 1であることを表している。“計算コスト”という
欄は各アルゴリズムの主要な計算コストについての記述をま
とめている。LPとは線形計画問題のことを表している。例え
ば、AGKMにおける記述はm個のm − 1変数の LPを解く
必要があることを意味している。

表 1: 既存手法の正当性と頑強性
正当性 頑強性 τ 　計算コスト

AGKM ○ ○ ≥ 1 m 個の m − 1 変数の LP
Hottopixx ○ ○ 1 m2 変数の LP
SPA ○ ○ ≥ 1 軽い
XRAY ○ × － 比較的軽い

正当性に関しては四つのアルゴリズムとも保証されている。
頑強性に関しては XRAY以外の三つのアルゴリズムは保証さ
れている。Hottopixx は提案手法と同様に正当性と τ = 1 の
頑強性が保証されている。しかし、m2 変数の LPを解く必要
がある。ここでmはデータの個数に対応している。一般に LP

は解き易い問題であるが、規模が大きくなると問題を解くため
に必要な記憶容量が大きくなり解くことが困難になる。そのた
め論文 [4]では大規模な LPを解くための並列計算手法を提案
している。SPAと XRAYは実用的な手法で、実際に実験を通
して大規模なデータに対しても有効であることが報告されて
いる。

4. 数値実験
4.1 ノイズに対する頑強性の比較
人工データを用いて提案手法であるアルゴリズム 2と既存手

法である SPA[7]とXRAY[8]の 3つのバリエーション “max”,

“dist”, “greedy”のノイズに対する頑強性の比較を行った。本
稿における実験で使用したプログラムは MATLAB上で実装
した。以下では、XRAYにおいて、例えば “max”というバリ
エーションを用いたものを XRAY(max)と記述する。提案手
法であるアルゴリズム 2の Step 2において、例えば既存手法
としてXRAY(max)を利用したものを ER-XRAY(max)と記
述する。
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図 3: 復元率の比較

実験データは (2)の形式の eAを人工的に生成した。データ
の大きさは (d, m, r) = (250, 5000, 10) とした。W の要素は
[0,1] 上の一様分布、K の列ベクトルはパラメータが [0,1] 上

3



The 28th Annual Conference of the Japanese Society for Artificial Intelligence, 2014

表 2: NIPSデータセットから得られたトピック
アンカーワード 1 2 3 4 5

spike neurons neuron firing synaptic cell
motion visual eye cells image object
policy reinforcement state action actor critic
chip circuit analog voltage vlsi synapse

speech word recognition hmm speaker training

のディリクレイ分布、N の要素は平均 0、分散 δ2 の正規分布
にしたがって生成した。δはノイズの大きさを表すパラメータ
である。アルゴリズムの評価は以下のような復元率を用いた。

Recovery Rate = |I∗ ∩ I| / |I∗|

I∗ は実験データ eAにおいて、基底ベクトルの添字集合、I は
アルゴリズムで得られた添字集合を表す。アルゴリズムによっ
て得られた基底と人工的に生成した真の基底が一致したとき復
元率は 1となる。
実験では、δ の値を 0から 0.5までの 0.01刻みで各 δ 毎に

50個のデータ行列を生成し、その 50個のデータに対するアル
ゴリズムの復元率の平均値を求めた。図 3 はそれをまとめた
ものである。ER-XRAY(max)、ER-XRAY(greedy)の実験結
果はそれぞれ ER-SPA、ER-XRAY(dist) と似ているので本
稿では省略した。この図から、提案手法である ERは既存手法
である SPA、XRAYと比較してよりノイズに対して頑強であ
ることが読み取れる。

4.2 トピック抽出
最後に提案手法をトピック抽出に適用して得られた結果を

報告する。d 個の文章を考える。ここでの文章とは、例えば
ニュース記事や論文などに対応する。文章を bag-of-wordsと
いう形式でベクトルを用いて表現する。今、d個の文章中の単
語の総数を mとする。すると、文章 iは m次元ベクトル ai

を用いて表される。この文章ベクトル ai の j 番目の要素は非
負で、文章 iにおける j 番目の単語の出現頻度を表す。
文章ベクトル ai は文章のトピックを表す r 個の m次元非

負ベクトルw1, . . . , wr の凸結合で生成されるというモデルを
考える。w>

1 , · · · , w>
r を上から下へ並べて得られる大きさが

r × mの非負行列をW と書く。すると、ai は a>
i = f>

i W

と表すことができる。ここで fi は r 次元の非負ベクトルで、
その要素を足し合わせると 1 となる。つまり、A = FW と
なる。Aは a>

1 , · · · , a>
d を上から下へ並べた d × mの非負行

列、F は f>
1 , · · · , f>

d を同様にして並べた d × r の非負行列
としている。
いま、この行列 A が分離可能であると仮定する。つまり、

あるトピックベクトル wj∗ には含まれるが、他のトピックベ
クトル wj , j ∈ {1, . . . , r} \ {j∗}には含まれないような単語
が存在することを仮定する。このような単語をアンカーワー
ドと呼ぶ。アンカーワードは対応しているトピックの意味を良
く表すような単語であると考えられる。トピックベクトルがア
ンカーワードを持つという仮定は比較的妥当であるとされてい
る [2, 3, 8]。
表 2は提案手法であるアルゴリズム 2をNIPSデータセット

に適用して得られたトピックをまとめている。このデータセッ
トは 1987年から 1999年までの NIPSという機械学習に関す
る会議で発表された 1740本の論文によって構成されている文
章データである。トピックのアンカーワードは “アンカーワー
ド”、出現頻度が高かった上位 5個の単語をその順番に従って
“1”から “5”の欄に記述している。実験では r = 5 としてア

ルゴリズム 2 を実行した。この表から提案手法を用いて意味
のあるトピックが抽出できたことが分かる。

5. おわりに
提案手法では行列の SVDとデータ点に対する体積最小閉包

楕円の計算を行う必要がある。そのため、並列計算機へ実装を
考えた場合、良い並列効率が得られない可能性がある。今後の
課題として、SVDを経由せずに同様な手法が設計できるかを
検討したい。
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