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Ordered graphs, each of whose vertices has a unique order on edges incident to the vertex, can represent graph
structured data such as Web pages, TeX sources, CAD, and map data. In order to design computational machine
learning for such data, we introduce an ordered graph pattern g with ordered graph structures and structured
variables and its ordered graph pattern language GL(g) as the set of all ordered graphs obtained from g by replacing
structured variables in g with arbitrary ordered graphs. In this paper, we show that the class OGPL = {GL(g) | g
is an ordered graph pattern} is polynomial time inductively inferable from positive data.

1. はじめに

近年のコンピュータやネットワーク技術の発展によりWeb

上には地図データや CADのような隣接頂点の時計回り順序を
持つ平面データや，Webページや TeXソース等の子の順序を
持つ木構造データが増加している．Jiangと Bunke [Jiang 98]

は，このようなデータを表現できる順序グラフを提案した．
順序グラフに共通する構造を表現するため，順序グラフに

構造変数を加え，各頂点が辺と構造変数の順序を持つ新しいグ
ラフパターンである順序グラフパターンを提案した [Hino 13]．
順序グラフパターンの構造変数には，任意の順序グラフを代入
できる．機械学習理論の分野では，帰納推論という学習手法が
研究されている．帰納推論とは，与えられたデータからそれら
を説明する一般的な規則を導き出す過程である．あるデータが
入力されてから仮説を出力するまでの時間が，それまでの入力
データサイズの多項式時間で抑えられるならば，多項式時間
帰納推論可能であるという．順序グラフパターン言語のクラス
が正データから多項式時間帰納推論可能であることを示した
[Hino 14]ので本稿で報告する．

2. 順序グラフパターン

ΛとX はΛ∩X = ∅を満たすアルファベットとする．Λ∪X
上のグラフパターン g は 3 つ組 (V,E,H) で定義される．こ
こで V は頂点の集合，E は V × Λ× V の要素の多重集合で，
E の要素を辺とよぶ．H は V ×X × V + の部分集合で，任意
の h ∈ H に対して h中の全ての頂点は異なるものとする．H

の要素を変数とよぶ．頂点 v ∈ V に対し，lg(v) を v を含む
E ∪H の要素の循環リストとする．ℓg(v)を vの順序付けリス
トとよぶ．以下の条件を満たす 4つ組 (V,E,H,L)を Λ ∪ X
上の順序グラフパターンという．
(1) (V,E,H)は Λ ∪ X 上のグラフパターンであり，グラフ
(V,E)は連結である．
(2) 任意の頂点 v ∈ V は複数の変数の要素とならない．
(3) L = {ℓg(v) | v ∈ V }は V 中のすべての頂点の順序付け
リストの集合である．Lを順序付け集合とよぶ．
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図 1: 順序グラフパターン gと順序グラフ G．gの各頂点 vの
まわりの数字は順序付けリスト ℓg(v) の辺と変数の順序を表
す．図の灰色で囲まれた部分は変数を表す．
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図 2: 順序グラフパターンに対する代入の例．破線で描かれた
辺は代入すると消える特別な辺である．

Λ ∪ X が文脈より明らかな場合，Λ ∪ X を省略する．順序
グラフとは変数をもたない順序グラフパターンをいう．スター
ト辺とよばれる特別な辺が指定されている順序グラフパターン
をスタート辺付き順序グラフパターンとよぶ．全てのスタート
辺付き順序グラフパターンの集合と全てのスタート辺付き順
序グラフの集合をそれぞれ OGP と OG とする．本論文ではス
タート辺付き順序グラフパターンとスタート辺付き順序グラフ
のみを取り扱うため，以降はスタート辺付きという表記を省略
する．順序グラフと順序グラフパターンの例を図 1に示す．
順序グラフパターン g と順序グラフ Gに対し，g の変数を

適切な順序グラフで置き換え，順序付けリストを更新すること
で Gが得られるなら，g と Gはマッチするという．例えば図
2では，順序グラフパターン g の変数 xを順序グラフ F1 で，
変数 yを順序グラフ F2 でそれぞれ置き換えることで順序グラ
フ Gが得られるので gと Gはマッチする．順序グラフパター
ン g ∈ OGP に対し，gの順序グラフパターン言語を GL(g)で
表し，集合 {G ∈ OG | g と Gがマッチする }と定義する．順
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MINL-OGPL (S)

入力: 順序グラフの空でない有限集合 S ⊆ OG
出力: S に対して極小な言語を持つ順序グラフパターン g

1: スタート辺とただ１つ変数からなる
順序グラフパターン g を作成する;

2: 幅優先探索を用い，S 中の順序グラフに共通する構造を
見つけ g に追加する;

3: g の各頂点の次数を調べ，変数の要素であるか決定する;

4: g の各変数の連結性を調べ，変数を可能な限り分割する;

5: g を出力する

図 3: MINL-OGPL．
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図 4: MINL-OGPLの出力例．順序グラフの集合 {G1, G2, G3}
に対して，MINL-OGPLは g2 を出力する．

序グラフの空でない有限集合 S に対し，S ⊆ GL(g) であり，
S ⊆ GL(g′) ⊆

/
GL(g)となるような g′ ∈ OGP が存在しない

とき，g ∈ OGP は S に対して極小な言語を持つ順序グラフ
パターンであるという．本論文で学習対象とする順序グラフ
パターン言語のクラスを OGPL = {GL(g)|g ∈ OGP} と定義
する．

3. 順序グラフパターン言語の正データからの
多項式時間帰納推論可能性

言語クラス Cに対し，Cの所属性問題と極小言語問題が多項
式時間で解け，Cが有限の厚みを持つならば，Cは正データから
多項式時間帰納推論可能である [Angluin 80, Shinohara 82]．
この枠組みに基づいて OGPL が正データから多項式時間帰納
推論可能であることを示す．任意の順序グラフの空でない有限
集合 S ⊆ OG に対し，|{L ∈ OGPL | S ⊆ L}|が有限であるな
らば，OGPLは有限の厚みを持つという．

定理 1 クラス OGPLは有限の厚みを持つ．

クラス OGPLの所属性問題
入力: 順序グラフG ∈ OGと順序グラフパターン g ∈ OGP
出力: G ∈ GL(g)であるか否か

補題 1 [Hino 13] クラス OGPLの所属性問題は多項式時間で
解ける．

クラス OGPLの極小言語問題 (MINL)

入力: 順序グラフの空でない有限集合 S ⊆ OG
出力: S に対して極小な言語を持つ順序グラフパターン g

クラス OGPL の極小言語問題を解くアルゴリズム MINL-

OGPL の概略を図 3 に示す．MINL-OGPL は，まず初めにス
タート辺とただ１つの変数からなる順序グラフパターンを作
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図 5: MINL-OGPLの実行時間．

る．次に各順序グラフのスタート辺から順序付けリストを元
に幅優先探索を行い，共通する辺を確定させていくことで，変
数に相当する部分を狭めていく．共通する辺を確定する作業が
終了すると，変数との接続の有無や，変数の分割を行うことで
極小な言語を持つ順序グラフパターンを生成する．アルゴリ
ズムMINL-OGPLの出力例を図 4に示す．順序グラフの集合
{G1, G2, G3}に対して，極小な言語を持つ順序グラフパター
ンは g2 であり，g1 は極小な言語を持つ順序グラフパターンで
はない．

定理 2 クラス OGPLの極小言語問題は多項式時間で解ける．

S中に含まれる辺の本数が最大の順序グラフの辺の本数をEmax

とする．MINL-OGPLの計算量は O(|S| × Emax)である．
MINL-OGPLの効率性を評価するため，MINL-OGPLを，主

記憶メモリが 12.0GB，OSがMicrosoft Windows7 64bit SP1，
3.47/3.47GHzのXeonプロセッサを持つ計算機上に言語 Java

で実装し，評価実験を行った．結果を図 5に示す．実験結果よ
り，入力順序グラフの集合の要素数と順序グラフの辺の数に比
例して実行時間が増加していることが確認できる．
以上の定理 1,2，補題 1より，以下の定理が示せる．

定理 3 スタート辺付き順序グラフパターン言語のクラスOGPL
は正データから多項式時間帰納推論可能である．

4. おわりに
本研究では，順序グラフパターン言語のクラス OGPL が正

データから多項式時間帰納推論可能であることを示した．また
提案したアルゴリズムを計算機上に実装し評価実験を行った．
今後の課題として，スタート辺のない順序グラフパターンへの
応用や，地図データ等の実データを用いた実験が考えられる．
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