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DAL–ADMMアルゴリズムによるスパース共分散選択
Sparse Inverse Covariance Selection via DAL–ADMM
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Sparse Inverse Covariance Selection (SICS) is a popular tool identifying an intrinsic relationship between contin-
uous random variables. In this paper, we propose a DAL–ADMM algorithm for SICS based on two fundamental
techniques, DAL and ADMM. We also provide empirical comparisons of DAL–ADMM and existing algorithms.

1. はじめに

グラフィカルモデルの構造推定はデータから確率変数間の条件
付き独立性を推定する問題である．特に，正規分布N (0d,Λ

−1)

に従う確率変数 x = (x1, x2, . . . , xd)
⊤ ∈ Rd については 2 変

数 xi と xj が残りの d − 2 個の変数について条件付き独立で
あることと，精度行列（共分散行列の逆行列）Λの (i, j)要素
について Λij = 0 が成り立つことが同値であることが知られ
ており，構造推定は Λ中の零成分を推定する問題へと帰着さ
れる．このような正規分布に従う確率変数を表現するグラフィ
カルモデルの構造推定問題は [Dempster 72] 以降，共分散選
択として広く研究がなされてきた．
近年，共分散選択へ ℓ1 正則化を用いた以下のような定式化

[Meinshausen 06, Yuan 07, Banerjee 08]が提案され，効率的
な推定を行うことが可能となった：

min
Λ≻0

f(Λ) ≡ − log detΛ + tr (SΛ) + ρ∥Λ∥1 . (1)

ここで Sは標本共分散行列，前 2項は正規分布の負の対数尤度，
ρ ≥ 0は正則化パラメータ，そして ∥Λ∥1 =

∑d
i,j=1 |Λij |は ℓ1

正則化項であり推定値 Λ∗を疎にする効果を有している．また，
この ℓ1正則化項は問題に応じて他のものへと置き換えることも
可能である．例えば [Duchi 08, Schmidt 09]ではΛ中の要素間
にグループ構造を導入，グループ正則化 [Turlach 05, Yuan 06]

を用いた問題 (1)のより一般的な定式化が与えられている．ま
た [Honorio 09]では Λ中の一部の要素間の値の変動に正則化
を与える定式化が提案されている．上記の定式化は全て凸最
適化問題であり，解を一意に決定することができる．特に問題
(1)については様々な解法 [Friedman 08, Duchi 08, Yuan 09,

Scheinberg 10a, Scheinberg 10b, Hsieh 11] が提案されてお
り，中でも QUIC[Hsieh 11]は現時点において実用・理論の両
面で最も優れた手法であろう．しかし，QUICは ℓ1 正則化項
の特殊な構造を利用して効率化を図っているため，異なる正則
化を用いる問題 [Duchi 08, Schmidt 09, Honorio 09] への適
用は困難である．
本研究では特に [Duchi 08] による定式化に着目，QUIC

よりも広いクラスの正則化項を扱うことができる解法を
提案する．提案法は問題 (1) において QUIC に次ぐ性
能を有する ADMM∗1(Alternating Direction Method of
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∗1 [Hsieh 11] の Fig.1 参照．

Multipliers)[Yuan 09, Scheinberg 10a] を基礎とする手法で
あり，我々はこの ADMM を双対問題へと適用することで更
なる効率化を図る．

2. 問題設定

本章では [Duchi 08]による問題 (1)の一般的定式化につい
て紹介する．通常の共分散選択では各 2変数間の条件付き独立
性の有無が興味の対象であるが，遺伝子ネットワークなどでは
各 2変数間よりも各モジュール（確率変数の集合）間の条件付
き独立性の有無が解析の対象となる [Duchi 08]．このような場
合，各 Λij が零か否かでなく添え字集合 Gによって指定され
るグループ {Λij ; {i, j} ∈ G}が零か否かを推定する問題とな
る．以降では行列から Gによって指定された要素を取りだし
たものを添え字 Gにより ΛG = {Λij ; {i, j} ∈ G}として表記
する．[Duchi 08, Schmidt 09]は上記の問題をグループ正則化
項 [Turlach 05, Yuan 06]を用いて以下のように定式化した：

min
Λ≻0

g(Λ) ≡ − log detΛ + tr (SΛ) +

M∑
m=1

ρm∥ΛGm∥p . (2)

ここでM はグループの個数，ρm ≥ 0は各グループの正則化
パラメータ，Gm は ∪M

m=1Gm = {{i, j}; 1 ≤ i, j ≤ d}を満た
す互いに素な添え字集合である．また，ΛGm の ℓp–ノルムは

∥ΛGm∥p =


(∑

{i,j}∈Gm
|Λij |p

) 1
p

(p ∈ [1,∞))

max{i,j}∈Gm |Λij | (p =∞)

により定義される．上記の定式化が問題 (1)の一般化となって
いることは ρm = ρ かつ p = 1 と置くことで問題 (1) に帰着
されることから確認できる．また，p > 1ではグループ毎に正
則化により値が零へと丸めこまれるので，最適解 Λ∗ はグルー
プ単位で零成分を持つ行列となる．特に p = 2,∞は比較的計
算が容易なため，グループ正則化によく使われる値である．本
稿でも以降では p = 2及び∞の場合を扱う．

3. 提案法

本章では問題 (1) の ADMM による解法 [Yuan 09,

Scheinberg 10a]に基づき，提案法 DAL–ADMMを導く．
ADMMは古典的な凸最適化テクニックであるが，近年その

有用性（大規模化・並列化が容易，など）から改めて脚光をあ
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びている手法である [Gabay 76, Boyd 11]．特に機械学習にお
ける正則化技術との相性が良く，ℓ1 正則化に限らずグループ
正則化などにも柔軟に対応することが可能である．
また，凸最適化問題では対象とする主問題と双対問題

の間の関係性を用いて，これら 2 つのうちより性質の良
い方（解きやすい，数値的に安定，など）を解くことで
効率的な解法を作ることができる．一例として，AL 法
[Hestenes 69, Powell 67]を双対問題へと適用した Dual Aug-

mented Lagrangian(DAL)[Tomioka 11]が挙げられる．DAL

は一定条件下では AL 法よりも優れた計算効率，収束性能を
示すことが経験的に知られている．ADMMは AL法の簡略化
とも解釈できる [Boyd 11]ため，DALの ADMMによる簡略
的解法を構築することで問題 (1), (2)のより効率的な解法とな
ることが期待できる．ここでは一般的な枠組みである問題 (2)

の双対問題を ADMMにより解く DAL–ADMMを提案する．

3.1 DAL–ADMM
こで扱う問題 (2) の双対問題は以下で与えられる

[Banerjee 08, Duchi 08]：

min
W≻0

− log detW

s.t. ∥WGm − SGm∥q ≤ ρm (1 ≤ m ≤M) . (3)

ただしW ∈ Rd×d は双対パラメータ，q は p−1 + q−1 = 1を
満たす値である．また問題 (2), (3)の双対性からそれぞれの最
適解 Λ∗, W ∗について Λ∗ = W ∗−1が成り立つ [Banerjee 08]．
まず初めに，上記の双対問題を ADMM で扱うために以下の
線形制約を有する等価な問題へと書き換える：

min
W≻0,Y

− log detW

s.t. ∥YGm∥q ≤ ρm (1 ≤ m ≤M) ,

W − Y − S = 0d×d .

次に，これを用いて以下のような Augmented Lagrangian

(AL)関数を用意する：

Lβ(W,Y,Z) = − log detW +

M∑
m=1

δρm(YGm)

+ tr
(
Z⊤(W − Y − S)

)
+

β

2
∥W − Y − S∥22 .

ここで δρm(YGm)は指示関数であり

δρm(YGm) =

{
0 if ∥YGm∥q ≤ ρm
∞ otherwise

により定義される．また，β ≥ 0 はアルゴリズムパラメータ
で，β = 0においてAL関数は通常の Lagrangianに一致する．
DAL–ADMMではこの AL関数を用いて，以下の 3ステップ
を繰り返すことにより最適化を行う：

W (k+1) ∈ argmin
W≻0

Lβ(W,Y (k), Z(k))

Y (k+1) ∈ argmin
Y

Lβ(W
(k+1), Y, Z(k))

Z(k+1) = Z(k) + β(W (k+1) − Y (k+1) − S)

.

以下の 2節ではW,Y の更新が効率的に実行可能であることを
示す．

3.2 W の更新
W の更新式は以下の最適化問題として与えられる：

min
W≻0

− log detW + tr
(
Z(k)⊤W

)
+

β

2
∥W − Y (k) − S∥22 .

また W に関する微分を 0 と置くことにより，その最適性条
件 W − (Y (k) − Z(k)/β + S) − W−1/β = 0d×d が得られ
る．ここで固有値分解 Y (k) − Z(k)/β + S = UDU⊤, D =

diag(σ1, σ2, . . . , σd) を用いると解は W = UD̃U⊤, D̃ =

diag(σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃d) と与えられることがわかる．ここで σ̃i

は 2 次方程式 σ̃i − σi − σ−1
i /β = 0 の解であり，σ̃i =

(σi +
√

σ2
i + 4/β)/2 である．なお，W の正定値性はこの式

から自動的に満たされていることが確認できる．

3.3 Y の更新
Y の更新式は以下の通りである：

min
Y

N∑
m=1

δρm(YGm)− tr
(
Z(k)⊤Y

)
+

β

2
∥W (k+1) − Y − S∥22 .

これは各添え字集合 Gm に関する問題へと分割可能であり，

min
YGm

1

2
∥YGm −BGm∥

2
2 s.t. ∥YGm∥q ≤ ρm (4)

で与えられる．ただし Bjj′ = W
(k+1)

jj′ + Z
(k)

jj′ /β − Sjj′ であ
る．p = 1, 2,∞にはそれぞれ q =∞, 2, 1が対応しており，ど
の場合も上記の計算は簡単に実行可能である [Schmidt 09]．

3.4 収束性
DAL–ADMMは以下の 2つの収束性を有している．

1. 点列 {Z(k)}∞k=1 は最適解 Z∗ = Λ∗ に収束する．

2. 関数値 g̃(W,Y ) = − log detW +
∑M

m=1 δρm(YGm)は最
適値 g̃(W ∗, Y ∗)に 1次収束する．

これらは Lagrangian L0(W,Y,Z)から最適性条件 Z = W−1

を得，そこにADMMの一般的な収束性定理 [Boyd 11, He 12]

及び Λ∗ = W ∗−1 を適用することで導かれる．

3.5 実装上の詳細
上記の理論的な収束性とは別に，アルゴリズム上では逐次

更新を停止する収束判定条件が必要である．ここでは判定条件
として [Boyd 11](3.3.1節)に従い以下の 2つの誤差指標を導
入し，

r(k+1)
p = ∥W (k+1) − Y (k+1) − S∥2 ,

r
(k+1)
d = β∥Y (k+1) − Y (k)∥2 ,

これらが閾値 ϵよりも小さくなった時max(r
(k+1)
p , r

(k+1)
d ) ≤ ϵ

を収束と見なす．ここで r
(k+1)
p , r

(k+1)
d はそれぞれ制約条件，

解の収束性がどれだけ満たされているかを測る指標である．
ADMM, DAL–ADMM ではアルゴリズムパラメータ β の

選択も収束の速さに影響を与える重要な問題である．提案法で
は [Boyd 11](3.4.1節)のヒューリスティックを導入する．これ
は上記 2 つの誤差指標どちらか一方のみが極端に小さくなる
ことを避け，バランスを取りながら最適化を行う方法である．
具体的には以下により各ステップ毎に β の更新を行う：

β(k+1) ←


2β(k) if r

(k+1)
p ≥ 10r(k+1)

d

0.5β(k) if r
(k+1)
d ≥ 10r(k+1)

p

β(k) otherwise

.
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図 1: 実験 1の結果：相対誤差 (RE)が 10−2, 10−5 に達するまでの計算時間の中央値，25%点及び 75%点

4. 数値実験

本章では数値実験により提案法DAL–ADMMの有効性を確
認する．ここでは以下の 2つの実験を行う．

1. DAL–ADMMと ADMMの比較．

2. DAL–ADMMとPSM[Duchi 08, Schmidt 09] ∗2の比較．

1つ目の実験では双対問題へADMMを適用することでどの程
度性能が改善されたかを評価する．既存の ADMM[Yuan 09,

Scheinberg 10a]は問題 (1)のもとで導かれているので，比較
にも問題 (1) を用いる．2 つ目の実験では一般化された問題
(2)を解く手法として，既存の PSMに対しての優位性を確認
する．なお，これらの実験はともにWindows 7(64bit), Intel

Xeon W3565 CPU上でMATLABを用いて行った．

4.1 実験 1
1 つ目の実験では [Hara 12] の Appendix B.1 の手順によ

り疎な精度行列 Λ を生成し，正規分布 N (0d,Λ
−1) から標本

{xn}Nn=1 を得た．ここでは精度行列 Λを生成するにあたり Λ

が平均的に 20%の非零要素を持つように設定した．本実験で
はデータの次元を d = 25, 50及び 100，標本数 n = 5dとし，
問題 (1)の正則化パラメータ ρは 10−3 ∼ 100 の間で 13通り
に変えて比較を行った．
ランダムにデータを 1000 回生成し，ρ の各値について

ADMM及びDAL–ADMMを実行した結果を図 1へとまとめ
た．各グラフはそれぞれ d = 25, 50, 100の場合について相対
誤差 (RE) (f(Λ(k)) − f(Λ∗))/f(Λ∗) が 10−2, 10−5 になるま
での計算時間の中央値，25%点及び 75%点をプロットしたも
のである．図から，ρが比較的大きい場合（結果の精度行列 Λ∗

が疎な場合）に提案法が ADMM よりも速く収束する傾向を
見てとれる．この差異は RE= 10−2 において特に顕著であり，
提案法が最適解の近傍までより速く近づいていると言える．

4.2 実験 2
2つ目の実験では [Hara 12]の Appendix B.1の手順により

T 個の疎な行列 Λt (1 ≤ t ≤ T )を生成，これらをブロック対
角状に並べた行列 Λ を精度行列として正規分布 N (0d,Λ

−1)

∗2 http://www.di.ens.fr/∼mschmidt/Software/PQN.html

から標本 {xn}Nn=1 を得た．本実験では各行列 Λt を 10次元，
T = 5（d = 50），標本数 n = 5dとした．また，変数を 10個ず
つ Xt = {x10t−9, x10t−8, . . . , x10t} (1 ≤ t ≤ 5)へと分割，こ
れらの間のペアをグループ構造Gtt′ = {{10t−i, 10t′−j}; 1 ≤
i, j ≤ 10} (1 ≤ t, t′ ≤ 5) とした．実験ではグループ Gtt を
p = 1で，Gtt′ (t ̸= t′)を p = ∞により正則化，またこの時
各グループの正則化パラメータをそれぞれ ρm = ρ, 100ρとし
た．実験ではパラメータ ρを 10−3 ∼ 100 の間で 13通りに変
えて PSMと DAL–ADMMの比較を行った．
ランダムにデータを 1000回生成し，ρの各値について PSM

及び提案法を実行した結果を図 2 へとまとめた．縦軸は相対
誤差 (RE)(g(Λ(k))− g(Λ∗))/g(Λ∗)が 10−2, 10−5 になるまで
の計算時間，横軸は正則化パラメータ ρ である．図から提案
法が PSMよりも各段に速く収束していることを見ることがで
きる．なお，PSMは ρが大きい場合に収束が遅く RE= 10−5

に達しなかったため ρが小さいときのみをプロットしてある．

5. まとめと今後の課題

本研究では共分散選択への新たなアルゴリズムDAL–ADMM

を提案した．提案法は ℓ1正則化を用いた定式化 (1)だけでなく，
既存のQUIC[Hsieh 11]が困難とする一般的定式化 (2)へも適
用が可能である．また，数値実験により問題 (1)において ρの
値が比較的大きいときに DAL–ADMM が ADMM[Yuan 09,

Scheinberg 10a]よりも速く収束することを，また問題 (2)に
おいて DAL–ADMMが PSM[Duchi 08]よりも各段に少ない
計算時間で高精度な解を与えることをそれぞれ確認した．
なお，本研究では特にグループ正則化に着目してアルゴリ

ズムを導出したが，より一般のノルムを正則化に用いた場合
でも，対応する Y の更新 (4) が効率的に実行可能であれば
DAL–ADMMを適用することができる．
今後の課題として適切なアルゴリズムパラメータ β の値の

選択方法の検討がある．現状ではこの問題にヒューリスティッ
クを用いることで対応しているが，ADMMの収束性は βを固
定したもとでのみ保証されており，値を動的に変化させた場合
の収束性についての理論的な保証は与えられていない．この問
題の解決は ADMM，DAL–ADMMの理論的性質の解明，実
用性の向上の両面から重要な問題である．
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図 2: 実験 2の結果：相対誤差 (RE)が 10−2, 10−5 に達する
までの計算時間の中央値，25%点及び 75%点
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