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In this paper, we propose a feature selection method based on randomized algorithm. As is well known, LASSO
does not have the consistency for feature selection. To overcome this issue, we combined LASSO with pipage
rounding technique, recently-proposed combinatorial algorithm for rounding. This approach is based on the fact
that feature selection with least-squared errors is equivalent to submodular maximization. We give some empirical
examples using artificial datasets, showing that our method could achieve better performance on feature selection.

1. はじめに

機械学習分野において特徴選択問題は頻繁に議論される重

要な課題の一つである．訓練集合と呼ばれる既知のデータから

予測モデルを生成し，そのモデルを用いて新たな入力データに

対する出力を予測する問題は機械学習において主要なものであ

るが，このような問題を解く際に特徴選択を行なう事でデータ

の冗長性等を排除して予測計算の高精度化，高速化を図る事が

出来る事が知られている．

近年機械学習分野では，特徴問題への有用なアプローチと

して，LASSOなどの正則化に基づく方法を中心に議論が行わ

れている．しかし一般に，LASSOは特徴選択に関する一致性

を持たない事が知られている [9]．つまり，正しく真の特徴を

選択できる統計的性質は保証されない．この問題に対しては統

計的立場からの議論が行われ AdaptiveLASSOなどの方法が

提案されているが，本稿では組合せ論的方法に基づきこの問題

を解決するための方法について考察する．

組合せ論的手法として有名なものに貪欲法があるが，本研

究ではそれとは異なる原理に基づいた組合せ論的な近似解法

である乱択アルゴリズムを用いて特徴選択問題を考える．近年

Calinescuらによる連続貪欲算法とパイプ丸めという 2つの乱

択アルゴリズムを組み合わせたアルゴリズムが提案されてい

る．しかし，この手法を計算機に実装すると次元数の増加につ

れて計算コストが指数関数的に増加し，実用性に欠ける事が

判明した．この手法のうち，パイプ丸めの計算コストはそれほ

ど高いものではなく，連続貪欲算法の計算コストが高かったた

め，今回はその連続貪欲算法を LASSO に置き換える事で計

算コストを下げて特徴選択を行えるのではないか，というアイ

デアを元に研究を行った．この LASSOとパイプ丸めを組み合

わせた手法を計算機に実装し，人工データを用いてその特徴選

択精度を評価し，考察する．

本稿の構成は以下のようである．まず，2.で研究背景として特

徴選択問題と LASSOについて述べる．続いて 3.でCalinescu

らが提案した連続貪欲算法とパイプ丸めを組み合わせた手法の

概要と，今回提案する LASSO とパイプ丸めを組み合わせた

手法の概要を述べる．4. にて人工データを用いた評価実験の

結果と考察を述べ，5.でまとめとする．
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2. 研究背景

2.1 特徴選択問題

機械学習における予測手法とは，元となるデータから予測

モデルを生成して新しい入力データに対する出力を予測する

アプローチである．まず訓練集合と呼ばれる学習用のデータ

{xi, yi}ni=1(n :データ数)を用いて学習を行う．機械学習を行

う際，学習の中で冗長なデータを削除したり，与えられたデー

タのうちの重要な部分だけを抽出する等してデータの多様性

を減らす事が出来る．この過程を特徴選択 (特徴抽出)と呼ぶ．

上の例で言うと xi = (xi1, . . . , xid)(d : 次元)の要素が特徴で

あり，特徴選択は実際に学習を行う際に重要なxiの要素を抽

出していく事となる．モデルの作成に用いるために集められた

データにはそのモデルにとって意味の無い情報が含まれている

事が多く，そのような意味の無いデータはノイズとなってモデ

ルの精度の低下，モデルサイズの肥大化，計算時間の増加等を

招く．特徴選択を行うことでこのノイズを削除して有用な情報

だけを用いて機械学習を行う事が出来る．特徴選択によるメ

リットとして，過学習の抑制，汎化誤差の減少による予測精度

の向上，計算の高速化等が上げられる．

2.2 正則化学習による特徴選択手法

正則化学習の手法は様々だが，その中でも L1罰則項を付与

して罰則付き最適化を行うことでスパース解を得る手法である

LASSO[7]に着目する．与えられた入力データ {xi, yi}ni=1(∈
Rd×R)からパラメータ β(∈ Rd)を推測する問題を考える際，

通常の二乗誤差最小化に対する正則化学習においては，誤差関

数に罰則項を付与して最適化を行う事が知られている．

min
β∈Rd

1

n

n∑
i=1

∥yi − βTxi∥2 +
λ

q

d∑
j=1

|βj |q (1)

第二項が罰則項であるが，LASSOでは L1罰則項と呼ばれる

項を付与する．

min
β∈Rd

1

n

n∑
i=1

∥yi − βTxi∥2 + λ

d∑
j=1

|βj | (2)

ここで λはチューニングパラメータと呼ばれ，LASSO解のス

パース性を制御する重要な役割を果たす．λの値を適切に定め

て最適化を行うことでスパース解が得られる事になる．一般的
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には式 (2) の形で用いられるが，厳密には LASSO の解は式

(3)で与えられる．

min
β∈Rd

1

n

n∑
i=1

∥yi − βTxi∥2 s.t.

d∑
j=1

|βj | ≤ t (3)

ここで，t(≥ 0) は係数の縮小量をコントロールするチューニ

ングパラメータであり，先の λ と同じような意味を持つ．最

小誤差解をβ̂とし，t0 =
∑
|β̂j | とすると，t < t0 なる t は

LASSOの解βを 0へと縮小し，幾つかの要素を 0にする．こ

の結果，LASSO解βはスパース解となる．式 (2)(3)は等価で

あり，
∑d

j=1 |βj | ≤ tなる制約を与えて正則化を行う事は，L1

罰則項を付与して正則化を行うことと同義である事が知られて

いる [7]．

この LASSO は特徴選択手法としても用いる事ができ，

LASSO 解中のゼロ要素は特徴として選択されなかった要素

で，非ゼロ要素が特徴として選択されていると見なす事が出来

る．しかし，LASSOは特徴選択における一致性を持たないと

いう欠点がある事も同時に知られている [9]．この特徴選択に

関する一致性とは正しく真のゼロ係数を特定できるという性質

を表し [5, 6]，LASSOはこの性質を持たない．また，LASSO

により特徴が選択されたモデルが得られるが，対象データを

真に生成しているモデルと比較すると，LASSOで選択してい

る個数が多すぎるという問題点もある．そのため，本研究では

LASSOで得た解をパイプ丸めで丸める，つまり選択個数を減

らす作業を組み合わせる事で，この問題点を改良出来るのでは

ないか，と考える．

3. 提案手法

本研究では，LASSOとパイプ丸めを組み合わせた特徴選択

手法を提案する．基本的な考えは 3.2で述べる Calinescuらの

手法内での緩和計算を LASSO 等の別の方法と置き換えると

いうものである．

3.1 劣モジュラ関数

本研究では組合せ最適化に用いる集合関数を単調な劣モジュ

ラ関数であると仮定する．母集団 V とその部分集合A,B ⊆ V

に対し，f(A∪B)+f(A∩B) ≤ f(A)+f(B)を満たす集合関

数 f : 2V → Rを劣モジュラ関数という．同様に A ⊆ B ⊆ V

に対し，f(A) ≤ f(B)を満たす関数を単調関数という．

関数の劣モジュラ性は連続領域での凸性に対応する離散領域

における概念である事が知られている [4]．つまり，組み合わ

せ最適化において集合関数が劣モジュラ性を持つ場合には連続

領域における問題と同様に最大化最小化を考える事が出来る．

この事から，今回考える特徴選択問題は以下のように定式化出

来る．

max f(S) s.t. |S| ≤ k (4)

このようにサイズ制約 k の下で劣モジュラ性を持つ集合関数

f の最大化あるいは最小化を考える事で，選択された特徴の集

合 S を求める．

3.2 Calinescuらによる単調劣モジュラ関数の最大化
手法

近年，乱択アルゴリズムを用いて連続解を整数解に丸める

手法であるパイプ丸めを用いた単調劣モジュラ関数の最大化手

法が Calinescuらにより提案されている [2]．この手法の概要

を Algorithm1に示す．

Algorithm 1 Calinescuらによる単調劣モジュラ関数最大化

手法 [2]

1: 緩和手法の一種である連続貪欲算法 [8]を用いて，マトロ

イド制約上で (1− 1/e)近似緩和解 z∗ を求める．

2: パイプ丸め [1] により，f(A∗) ≥ f(z∗) なる A∗(∈ V ) の

範囲で緩和解 z∗ を整数解に丸める．

ここで eは自然対数の底 (ネイピア数，e ≃ 2.718)である．こ

の手法で得られる整数解は理論上 (1− 1/e)以上の近似精度が

保証される．つまり，f(S)を最適解に対応する関数値，f(S∗)

をこの手法で得られた解に対応する関数値とすると

　 f(S∗) ≥ f(S)(1− 1

e
) (5)

を満たす解が得られる．しかし，この手法は次元数 d が大き

い場合，step1の緩和計算に指数時間単位の計算が必要となり，

計算効率が下がる事が判明した．

3.3 パイプ丸め
前節で述べた Calinescu らによる手法，および今回提案す

る手法で用いるパイプ丸めについて以下に述べる．パイプ丸め

は入力された連続値ベクトルを整数値に丸め込む事で整数解を

出力するアルゴリズムである．入力された連続値ベクトル y⃗∗

からランダムに選んだ小数値成分 (yi, yj)のうち，サイズ制約

の下でどちらかが整数値になるまで一方の値を小さくし，他方

の値を小さくする事を繰り返す事で全ての要素が整数値になる

ように丸め込む．

ここで，今回考える特徴選択問題は式 (4) のように定式化

される．このサイズ制約条件は均一マトロイドの制約条件と

等しい．均一マトロイドとは，有限集合 X と X の部分集合

の集合 I から定義されるマトロイド M = (X, I) のうち，
I = {S||S| ≤ k}(k：正の整数) という形で表されるものを

指す．

また，集合のランク関数とタイト集合を定義 3.3.1のように

定義する．定義 3.3.1から補助定理 3.3.1が導ける．

定義 3.3.1 (ランク関数，タイト集合). 1. 集合Aのランク

を rankM(A) = max{|S| : S ⊆ A,A ∈ I}と定義する．

2. y⃗ ∈ [0, 1]d の i 番目の要素を yi とし，y(A) =
∑

i∈A yi

とする．y(A) = rankM(A)の時，集合 Aは y⃗ に対して

タイト集合であると定義する．

補助定理 3.3.1. 集合 A,B が共にタイト集合の時，A∪B と

A ∩B もタイト集合である．

パイプ丸めの基本的な考えは以下のようなものである．まず，

入力の連続値ベクトル y ∈ [0, 1]d の小数値要素から (yi, yj)を

ランダムに選び，少なくとも (yi, yj)のどちらかは整数値になる

ように (yi+δ, yj−δ)か (yi−δ, yj+δ)に置換する．これを繰り

返す事で yの要素が全て整数値に丸め込まれる．Algorithm2,3

に全体のアルゴリズムを示す．

3.4 提案手法
先に述べた通り，本研究では 3.2で述べた Calinescuらによ

る手法の緩和計算をLASSOに置き換えたもの，つまりLASSO

で得た連続解をパイプ丸めで整数値に丸め込む手法を提案す

る．Algorithm4に概要を示す．

まず全ての (i, j) について xijβj を計算し，βj < 0 であ

る j については xij の正負を入れ替える．このように調整し
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Algorithm 2 Pipage Rounding

入力:小数値要素を持つベクトル y⃗ ∈ [0, 1]V．

1: While y⃗ が要素に小数値を持つ do

2: T ∋(y⃗ の小数値成分に対応する V の要素)

つまり．y⃗ の i番目の要素が小数値であれば i ∈ T．

3: While T ̸= ∅ do
4: T から i, j をランダムに選ぶ．

5: (y+, A+)をHitConstraint(y⃗, i, j)から求める．

6: (y−, A−)をHitConstraint(y⃗, j, i)から求める．

7: If y+ = y− = y⃗

T ← T ∩A+

8: Else

p← ∥y+ − y∥/∥y+ − y−∥
確率 pで y⃗ ← y−, T ← T ∩A−

確率 (1− p)で y⃗ ← y+, T ← T ∩A+

9: EndWhile

10: EndWhile

11: 成分が全て整数値となった y ∈ {0, 1}V ← y⃗ を出力

Algorithm 3 HitConstraint

1: A = {A ⊆ V : i ∈ A, j /∈ A}とする．
2: ∆ = minB∈A(rankM(B) − y(B)) なる ∆ と，それに対

応する集合 B ∈ Aを求める．
3: If yj < ∆

yi ← yi + yj , yj ← 0 , A′ ← {j}
4: Else

yi ← yi +∆ , yj ← yj −∆ , A′ ← B

5: (y,A′)を出力．

た xij を x̄ij とする．同時に，βj が非零である場合には，重

み wj(:= |βj |−1)と掛け合わせる．これにより，xij に対して

LASSO で得られた元の解である βj と，x̄ij に対する調整さ

れた解 β̄j が得られる．次に，β̄j がタイト集合の条件を満たす

ように k′/
∑d

i=1 β̄j を掛け合わせる．このようにして得られた

緩和解を入力としてパイプ丸めを適用し，最終的な整数解を

得る．

ここで，Calinescuらによる手法ではパイプ丸めで求めた整

数解に対する関数値が連続貪欲算法で求めた連続解に対するそ

れより悪化しないことは証明されている [2]．しかし，本研究

では連続貪欲算法を LASSOに置き換えているため，LASSO

で得た解をパイプ丸めで丸めても関数値が悪化しないように調

整する必要があり，上で述べた作業でその調整を行なっている．

LASSO の最適解は式 (2)(3) で与えられる，もし βj ∈ [0, 1]

である場合，
∑d

j=1 |βj | ≤ tなる制約は均一マトロイドの制約

条件と見なす事が出来る．そのため，連続貪欲算法と同じくマ

Algorithm 4 LASSO+Pipage Rounding

入力:{xi, yi}ni=1(∈ Rd × R) サイズ制約 k′

1: LASSOにより緩和解 β ∈ [0, 1]d を得る．

2: xijβj(i = 1, . . . , n)を要素とする新しい入力データ x̄i(i =

1, . . . , n)を求める．

3: 重み wj = k′/(|βj |
∑

j βj)を求め，パラメータ β̄ = wjβj

を定める．

4: β̄j を入力としてパイプ丸めを行い，スパースな整数解を

得る．

トロイド制約上での連続解と見なす事ができ，パイプ丸めの入

力として用いる事が出来る．

以上が本研究で用いる手法だが，この手法が特徴選択手法

としてどの程度の精度を持っているかはわからない．そのため

人工データを用いてその特徴選択性能を評価する．

4. 実験・考察

今回提案する LASSO とパイプ丸めを組み合わせた手法を

計算機で実装し，人工データを元に特徴選択性能の評価実験を

行ってその結果を考察する．

4.1 実験環境

実験に用いた計算機は Intel Xenon CPU E5607 2.27GHzの

プロセッサ，96GBのメインメモリ，Windows7 Professional

64bit の OS が搭載された Dell 社製の Precision R5500 であ

る．また，計算ソフトはMathWorks社のMATLAB R2011b

を用いた．

4.2 人工データ

実験で用いる人工データとしてスパースな訓練データ

{xi, yi}ni=1 と，データを生成している真の特徴集合を表す J

を生成する．訓練データのデータ数は 500個，次元は 100次

元とした．真の特徴集合 J はこの手法の特徴選択性能を測る

ために用いる．

4.3 実験内容

実験で用いる集合関数 f を以下のように定義する．

g(S) =
N∑
i=1

{yi −wSxS}2 (6)

f(S) = g(∅)− g(S) (7)

xS とwS は，人工データ xと LASSO解から求めたwから

S に対応する要素のみを抽出したベクトル，行列である．この

f は f(∅) = 0 かつ単調な劣モジュラ関数である [3]．実験で

は，まず人工データに LASSOを適用して連続解を求め，その

特徴選択精度を求める．LASSO で得られた解を 3. で述べた

ように調整してパイプ丸めにより整数解を求め，その特徴選択

精度を LASSOの精度と比較を行う．比較方法は，得られた集

合を S とすると「(S と J の共通要素の個数)/(J の個数)[%]」

として求めた割合を比較する．これをサイズ制約 k′ の値をい

くつか変えて行う．なお，この手法は乱択アルゴリズムに基づ

くために実験結果にはばらつきが生じる．そのためそれぞれ複

数回実験を行なっている．

4.4 結果・考察

図 1～4に実験結果を図示し，図 5に求めた精度の一覧を示

す．今回はサイズ制約 k の値を k = 10, 20, 30, 40として実験

を行い，各 k ごとに図を作成している．グラフ中では横軸に

LASSOのスパース性 (100個の要素中何個がゼロ要素か)[%]

を取り，縦軸に精度 [%]を取っている．LASSOの解を求める

際に λの値を一定にして計算したため，横軸の LASSOの非

ゼロ要素数に偏りが生じている．そのため，図によって横軸の

領域を変えている．図中の赤い⃝が LASSOの精度で，青い

△が提案手法の精度である．また，図 5中では左から LASSO

のスパース性が低い順にソートされている．

図から分かる通り，LASSO解がある程度スパースな解になっ

ている場合は提案手法により特徴選択精度の向上を見込める

事がわかった．今回は LASSO解のスパース性の制御を行なっ

3
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図 1: サイズ制約 10 図 2: サイズ制約 20 図 3: サイズ制約 30

図 4: サイズ制約 40 図 5: 実験結果一覧

ていないため横軸の範囲が限定されてしまっているが，その範

囲内でも精度を上げる事が出来ている．本来ならば横軸の値が

0～100まできれいに分布するように取り，例えば LASSOの

スパース性が 0, 10, 20, 30, . . . , 100周辺になるような状態でそ

れぞれ複数回実験を行う等すれば更に提案手法の確実性を確認

することが出来ると思われるが，LASSOのスパース性の制御

が難しかったため今回は見送っている．

今後の課題としては，今回はこの手法の統計的性質につい

ては考察していないため，今回のような経験的な評価だけで

なく，理論的な面からも精度の向上を保証する必要があると思

われる．また，上で述べたように，サンプル数を増やす事でス

パース性と精度の相関関係や，どのぐらいの確率で精度が上が

るか等も確認していきたい．

5. まとめ

特徴選択問題において用いる集合関数が劣モジュラ関数で

ある場合には，問題を最大化，最小化問題として考える事が出

来る．劣モジュラ最大化問題として特徴選択問題を見た場合，

既存の手法としては統計学的な観点から考案された手法が主

であったが，本研究では組合せ論的な観点からその解法を考え

た．今回は正則化学習に基づく手法である LASSOにより得た

連続解をパイプ丸めで整数解に丸めるという手法を提案した．

人工データを用いた評価実験により，この手法では LASSOよ

りもある程度特徴選択精度の向上が見込まれる事がわかった

が，LASSOよりも精度が下がってしまう場合もあり，まだ検

討，修正の余地が残されている．
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