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Recently, large amount of observed data has been accumulated in various fields and there is a growing need for
estimating generating process of these data. In a recent study, it was shown that use of non-Gaussianity allows
the full structure of a linear acyclic model to be identified without any prior knowledge on the structure. But,
existing methods could return completely wrong estimation results if some assumptions are violated. In this talk,
we propose a new method for learning the data generating process that is robust against one typical violation of
the model assumptions: latent confounders. The method enable us to estimate the data generating process with
more precision even so the data includes latent confounders.

1. はじめに

経験科学においてベイジアンネットワークは変数間の因果関
係を分析するために広く用いられている [Spirtes 93]。しかし，
一般的に線形ガウス性の仮定を用いており，ほとんどの重要な
モデルにおいて，因果構造に対する事前情報なしに一意にモデ
ルを識別することができないという，重大な識別性の問題を有
している。近年，非ガウス性を利用することにより，事前情報
なしに線形非巡回モデルの全ての構造が同定可能であること
が示された。このモデルは LiNGAM（Linear Non-Gaussian

Acyclic Model）モデル [Shimizu 06]と呼ばれ，独立成分分析
（Independent Component Analysis，ICA）[Hyvärinen 01]

と密接に関係している。
LiNGAMモデルにおけるこれまでの推定手法 [Shimizu 06,

Shimizu 11]は，全てのモデルの仮定が満たされていることを
前提に因果的順序を学習する。故に，モデルのいずれかの仮定
が満たされていない場合，これらのアルゴリズムは完全に誤っ
た推定結果を出力することがある。そこで本稿では，仮定が破
綻する典型的な原因の一つである潜在交絡変数に対してロバ
ストに因果的順序を学習する新しいアルゴリズムを提案する。
潜在交絡変数とは，観測変数に因果的影響を与えるような未観
測の変数を意味する。
本稿では，第 2 章で LiNGAM モデル [Shimizu 06] 及

び，LiNGAM モデルに潜在交絡変数を考慮したモデル，
LvLiNGAMモデル [Hoyer 08]について述べる。次に第 3章
で LvLiNGAM モデルに対して因果的順序を学習する新たな
アルゴリズムを提案し，第 4章で人工データを用いた提案手法
の評価実験について述べる。最後に，第 5章で結論を述べる。

2. 背景：LvLiNGAMモデル

LiNGAM（Linear Non-Gaussian Acyclic Model）モデル
[Shimizu 06] は，データが非ガウス分布に従うことを仮定し
た上で，構造方程式モデルに線形非巡回性を持たせたモデルで
ある。観測変数 xi が LiNGAMモデルに従って生成されると
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き，xi は次式で表される：

xi =
∑

k(j)<k(i)

bijxj + ei (1)

k(i)は変数の因果的順序，eiは外乱，bij は定数の係数である。
外乱 eiは平均ゼロで分散が非ゼロの非ガウス分布に従い，互い
に独立であるとする。bij は xj から xiへの影響の強さを表す。
また，xi の生成過程は有向非巡回グラフ（Directed Acyclic

Graph，DAG）で表現できると仮定する。式 (1)の行列表記
は次式で与えられる：

x = Bx+ e (2)

Bは bij を集めた行列，x，eはそれぞれ xi，ei を集めたベク
トルである。今，xの生成過程が非巡回であることを仮定して
いるため，Bは変数の因果的順序 k(i)に従って行と列を同時
に並び替えることで対角成分がゼロの下三角行列になる。bij
のゼロ／非ゼロのパターンは，DAG の有向辺の有無を表す。
因果的順序 k(i)と係数行列 Bは外乱 ei の非ガウス性を用い
ることで，事前情報を用いずにデータ xから推定することが
可能である [Shimizu 06]。これは従来の，ei にガウス性を仮
定したベイジアンネットワークよりも非常に有利な特徴である
[Spirtes 93]。
次に，LiNGAM モデルに潜在交絡変数を考慮したモデル，

LvLiNGAM(Latent variable LiNGAM)モデル [Hoyer 08]を
次式に示す：

x = Bx+Λf + e (3)

LiNGAMモデル (2)との違いは，Λf の項が潜在交絡変数か
らの影響を表していることである。潜在交絡変数とは，2つ以
上の観測変数の親となるような未観測の変数である。f は潜在
交絡変数 fj (j = 1 . . . q)を集めたベクトルとし，各 fj は平均
ゼロで分散が非ゼロの非ガウス分布に従い，互いに独立である
とする。Λは λij を集めた行列であり，λij は fj から xi への
影響の強さを表す。定義より潜在交絡変数は少なくとも 2つの
子を持つため，各 j に対して少なくとも 2 つの λij は非ゼロ
となる。また [Hoyer 08]では，xi，fi，ei の相関及び条件付
き相関の有無は因果グラフの構造にのみ，つまり bij と λij の
ゼロ／非ゼロのパターンによってのみ決まると仮定している。
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この仮定は因果推論において，忠実性（faithfulness）の仮定
として知られている [Spirtes 93]。

LvLiNGAMモデル (3)を基にした因果推論における主な問
題は，因果的順序 k(i) と観測変数間の影響の強さ bij を，事
前情報を用いずにデータ xから可能な限り推定することであ
る。これは多くの場合において，真のモデルと同じデータ分布
を与えるようなモデルの集合のみが同定可能であるためである
[Hoyer 08]。

[Hoyer 08]では過完備独立成分分析（Overcomplete ICA）
を基にした推定手法が提案されている。しかしながら，過完備
独立成分分析を用いた手法は信頼性に欠ける場合や，局所解に
収束してしまう場合がある。そこで [Entner 11]では，過完備
独立成分分析を用いない手法が提案されている。この手法で
は，まず潜在交絡変数からの影響を受けていない 2 変数を探
索し，次にそれら 2変数間の因果的順序を推定する。ただし，
3変数以上の因果的順序は推定されない。

3. 提案手法

この章では，潜在交絡変数を明確にモデル化せずに，2変数以
上の因果的順序を推定する手法を提案する。最初にLvLiNGAM

モデル (3)における，潜在交絡変数から影響を受けていない外
生変数（DAGにおける根となる変数）と終点変数（DAGに
おける葉となる変数）を同定するための補題を示し，次に推定
アルゴリズムを示す。LiNGAMモデル (2)や LiNGAMモデ
ルを非線形拡張したモデル [Hoyer 09]を推定する最近の手法
[Shimizu 11, Mooij 09]では，潜在交絡変数が存在しないこと
を仮定したうえで，上から下，もしくは下から上へ順に一つず
つ因果的順序を学習していく。本稿ではこれらの発想を潜在交
絡変数を考慮した場合に拡張する。
最初に，潜在交絡変数を考慮した場合の [Shimizu 11]の補

題 1を示す。

補題 1. 入力データ xが厳密に LvLiNGAMモデル (3)に従
うと仮定する ∗1。xi を xj で回帰したときの残差 r

(j)
i は，式：

r
(j)
i = xi − cov(xi,xj)

var(xj)
xj (i ̸= j) で得られる。このとき，変数

xj が親に観測変数及び潜在交絡変数を持たず，i ̸= j となる
全ての残差 r

(j)
i と独立であるならば xj は外生変数である。ま

た，xj が外生変数となるのはその場合に限る。

次に，[Mooij 09]のアイデアを潜在交絡変数のある場合に拡張
した補題 2を示す。

補題 2. 入力データ x が厳密に LvLiNGAM モデル (3) に
従うと仮定する∗1。xj 以外の変数を集めたベクトルを x(−j)

としたとき，xj を x(−j) で回帰したときの残差 r
(−j)
j は式：

r
(−j)
j = xj − σT

(−j)jΣ
−1
(−j)x(−j) で得られる。ただし，Σ =[

σj σT
j(−j)

σj(−j) Σ(−j)

]
は [xj ,x

T
(−j)]

T の共分散行列である。こ

のとき，変数 xj が子に観測変数及び潜在交絡変数を持たず，
x(−j) が残差 r

(−j)
j と独立であるならば，xj は終点変数であ

る。また，xj が潜在交絡変数を持たない終点変数となるのは
その場合に限る。

補題 1，2の証明は [Tashiro 12]を参照されたい。
提案手法ではこの 2つの補題を組み合わせて推定を行う。最

初に補題 1を用いて，他の変数を回帰したときの残差と最も独

∗1 x がモデルの全ての仮定をみたし，サンプルサイズが無限である
とき x は厳密にモデルに従うという [Shimizu 11]。

立となるような変数を探索することで外生変数を同定し，その
外生変数の影響を他の変数から回帰により取り除く。これを，
全ての変数においてその残差のどれかとの独立性が統計的に棄
却されるまで繰り返す。全ての変数がその残差のどれかと従属
である場合，補題 1における外生変数は存在しない，もしくは
LvLiNGAMモデル (3)のいずれかの仮定を満たしていないこ
とを意味する。次に補題 2 を用いて，まだ因果的順序が同定
されていない残りの変数から，回帰したときのそれぞれの説明
変数とその残差が最も独立となるような変数を探索することで
終点変数を同定し，その終点変数を残りの変数から取り除く。
これを全ての変数について独立性が統計的に棄却されるまで
繰り返す。本手法では，HSIC[Gretton 08]と呼ばれるカーネ
ル法を基にした独立性指標を用いて，変数とその残差の独立性
を一対ごとに検定し，フィッシャーの方法 [Fisher 50] を用い
てそれらの P値を統合する。また，本手法では繰り返し検定
を行う多重比較の問題があるため，有意水準を検定数の最大値
である p− 1で割ることでボンフェローニ補正 [Hochberg 87]

をしている。ただし，pは観測変数の数とする。
実際の推定手順を以下に示す。

1. p 次元の変数ベクトルを x，x の要素のインデックスを
表す添字の集合を U，p× nのデータ行列を X，検定に
おける有意水準を αとする。初期値として変数の因果的
順序リスト Khead := ∅，Ktail := ∅ 及び，m := 1 を
与える。Khead は最初から |Khead|番目までの因果的順
序，Khead は最後から |Ktail|番目までの因果的順序を表
す。|Khead|，|Ktail| はそれぞれのリスト内の変数の数で
ある。

2. x̃ = x，X̃ = Xとし，次の手順で上から順に因果的順序
を同定する：

(a) j ∈ U \ Khead を満たす全ての j について次の手
順を行う：全ての i ∈ U \Khead (i ̸= j)について
x̃i を x̃j に最小二乗回帰し，データ行列 X̃ から残
差ベクトル r̃(j)，残差データ行列 R̃(j) を計算する。
次に，次式を用いて残差に対して最も独立性の高い
x̃m を探索する：

x̃m = arg max
j∈U\Khead

PFisher(x̃j , r̃
(j)) (4)

た だ し PFisher(x̃j , r̃
(j)) は

−2
∑

i log{PH(x̃j , r̃
(j)
i )} で定義される検定統

計量の P値，PH は HSICによって導かれる P値
である。

(b) PFisher(x̃m, r̃(m)) < α/(p− 1)の場合，手順 3へ
移行する。

(c) mをKheadの末尾に加え， x̃ := r̃(m)，X̃ := R̃(m)

とする。このとき，|Khead| = n− 1となった場合，
残った最後の変数の添字を Khead の末尾に加え手
順 4 へ移行する。それ以外の場合は手順 (2a). に
戻る。

3. |Khead| < n − 2 の場合∗2，x′ = x，X′ = X，U ′ :=

U \Kheadとし，次の手順で下から因果的順序を同定する。

∗2 手順 2より残りの 2変数は潜在交絡変数の影響を受けている，も
しくはモデルの仮定を満たしていないと判断する。重複を避けるた
め，手順 3 ではその 2 変数について探索をしない。
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(a) j ∈ U ′ \Ktail を満たす全ての j について次の手順
を行う：全ての j ∈ U ′ \Ktail について，x′

j 以外の
変数を含むベクトル x′

(−j) で x′
j を最小二乗回帰し，

データ行列X′ から 残差 r′
(−j)
j を計算する。次に，

次式を用いて説明変数と残差が最も独立になるよう
な x′

m を探索する：

x′
m = arg max

j∈U′\Ktail

PFisher(x
′
(−j), r

′(−j)
j ). (5)

(b) PFisher(x
′
(−m), r

′(−m)
m ) < α/(p−1)の場合，手順 4

へ移行する。

(c) m を Ktail の先頭に加え，x′ = x′
(−m)，X′ =

X′
(−m) とする。このとき |U ′ \Ktail| < 3 の場合，
手順 4 へ移行する∗2。それ以外の場合は手順 (3a)

に戻る。

4. Khead と Ktail 内の全ての変数 xi を，xi の全ての非子
孫 xj (k(j) < k(i)) で重回帰し，影響の強さ bij を推定
する。

本アルゴリズムは補題 1，2における外生変数と終点変数が
存在しない場合，何も因果的順序を出力しない。しかし，この
結果はアルゴリズムの出力として正しいことに注意してほし
い。このような場合においてもより多くの因果的順序を学習す
る手法として，変数を補題 1，2における外生変数や終点変数
が存在するような部分集合に分割し，部分集合ごとの結果を統
合する，分割統治アルゴリズムを導入する手法が考えられる。
これは今後の重要な研究課題である。

4. 人工データによる評価実験
本章では，提案手法の評価実験として，LiNGAMモデル (2)

を潜在交絡変数を考慮せずに推定する手法，DirectLiNGAM

アルゴリズム [Shimizu 11]と LvLiNGAMモデル (3)を推定
する手法，Pairwise LvLiNGAMアルゴリズム [Entner 11]の
2 つの手法との人工データによる比較実験を行った。潜在交
絡変数が存在せず，十分に大きなサンプルサイズがある場合，
これら全ての手法は正しい因果的順序を推定する。人工デー
タは変数の数を 6，サンプルサイズを 500，1000，2000とし，
図 1のデータ生成ネットワークに従って生成した。また，e1，
e4，f1 は 2つのガウス分布の多峰型非対称混合分布，e2，e5，
f2 は二重指数分布，e3，e6 は 2 つのガウス分布の多峰型対
称混合分布に従って生成し，各外乱 ei の標準偏差は SN 比，
var(xi)/var(ei) − 1 が全て 1 となるように設定した。試行回
数は 100回，有意水準 αは 0.05とした。
最初に，因果的順序 k(i)の評価として，推定した 2変数間の

因果的順序のうち正しく推定できた因果的順序の割合（適合率）
と，真のデータ生成ネットワークで潜在交絡変数を共有していな
い 2つの変数間の真の因果的順序のうち正しく推定できた因果的
順序の割合（再現率）を計算した。提案手法やDirectLiNGAM

アルゴリズムと違い，Pairwise LvLiNGAM アルゴリズムは
2 変数間の因果的順序のみを推定するため，本実験では 2 変
数間の因果的順序の評価を採用している。表 1，2に結果を示
す。適合率について，提案手法は Pairwise LvLiNGAMアル
ゴリズムとほぼ同等の結果となった。しかし，この 2つの手法
は全ての場合で DirectLiNGAMアルゴリズムを大きく上回っ
た。また再現率については，提案手法が全ての場合において
DirectLiNGAMアルゴリズム，Pairwise LvLiNGAMアルゴ
リズムの両者を上回る結果となった。

次に，影響の強さ bij の推定精度を評価するために，真の bij
と推定した bij の二乗平均平方根誤差を計算した。表 3 に結
果を示す。表 3 からわかるように，全ての場合で提案手法の
方がより正確に影響の強さ bij を推定することができた。ここ
で，Pairwise LvLiNGAMアルゴリズムは bij を推定しないこ
とを確認しておく。
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図 1: 評価実験で用いた真のデータ生成ネットワーク。変数 f1，
f2 は潜在交絡変数，緑線に囲まれた変数は f1 または f2 を共
有している変数である。外乱 ei は省略している。

表 1: 適合率
サンプルサイズ

500 1000 2000

提案手法 0.78 0.80 0.80

DirectLiNGAM 0.65 0.64 0.64

Pairwise LvLiNGAM 0.79 0.81 0.81

表 2: 再現率
サンプルサイズ

500 1000 2000

提案手法 0.97 0.99 0.99

DirectLiNGAM 0.81 0.80 0.81

Pairwise LvLiNGAM 0.86 0.89 0.90

表 3: 二乗平均平方根誤差
サンプルサイズ

500 1000 2000

提案手法 0.079 0.070 0.015

DirectLiNGAM 0.090 0.079 0.057

5. 結論

本稿では，新たに潜在交絡変数に対してロバストに因果的
順序を学習する新しいアルゴリズムを提案した。人工データ
による評価実験では，今回提案した手法が 2 つの既存手法よ
りも正確に因果的順序を学習した。今後の研究として，機能
的磁気共鳴画像（functional Magnetic Resonance Imageng，
fMRI）データに本提案手法を適用し，脳領域間の相互作用の
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分析を試みる予定である。
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