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In this paper, we propose a simultaneous estimation technique of graphical structures from several datasets. We
formulate the problem as an extension of existing approaches and provide an efficient estimation procedure. The
validity of our approach is presented in a numerical simulation.

1. はじめに

変数間の条件付き独立性はデータの生成メカニズムと密接に
関連しており，そのため観測データから変数間の依存構造を発
見することはデータマイニングにおける重要な問題である．中で
もガウシアングラフィカルモデル (GGM)は連続変数間の線形
な依存関係を表現する基本的なモデルであり，様々な構造推定法
が提案されている [Dempster 72, Meinshausen 06, Yuan 07,

Banerjee 08, Friedman 08]．特に近年，ℓ1 正則化を用いた手
法 [Meinshausen 06, Yuan 07, Banerjee 08, Friedman 08]が
提案され，効率的に解を得ることが可能となった．
また，従来は 1つのデータセットについて 1つのGGMの推定

が行われていたが，近年ではデータセットの類似性を活用して各
GGMの推定精度を向上させる複数同時推定手法 [Honorio 10,

Varoquaux 10, Guo 11] が提案されている．しかし，これら
の手法の多くは全ての GGMが同じ依存構造を持つことを仮
定しているため，構造の異なる GGMの同時推定には適して
いない．
そこで，本研究では従来法が苦手とする，構造の異なるGGM

の同時推定手法を提案する．我々は同時推定問題を 2 つの正
則化項を持つ最尤推定問題として定式化し，ブロック座標降下
法によるアルゴリズムを与えた．また，数値実験により提案法
の有効性を示した．

2. 既存研究

確率変数x = (x1, x2, . . . , xd)
⊤が正規分布に従う時，2変数

xj と xj′ が他の変数について条件付き独立であることと，精度
行列（共分散行列の逆行列）Λの (j, j′)要素について Λjj′ = 0

が成り立つことが同値であることが知られている．この性質に
基づいて確率変数 xの各変数間の依存関係をグラフ表現した
ものがガウシアングラフィカルモデル (GGM)である．GGM

の各頂点は xの各変数に対応し，各頂点間の辺構造は隣接行
列 Λにより与えられる．
一部の変数間にのみ依存性がある場合，対応する GGMは

疎になり，変数間の関係を視覚的に理解しやすくなる．そのた
め，依存構造の推定はデータをより良く理解するための重要な
方法の 1 つであると言える．しかし，通常の最尤推定では精
度行列 Λの推定値は標本共分散 Σ̂の逆行列であり，これは一
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般に密行列である．この時 GGM は完全グラフとなり，本質
的な依存構造が隠されてしまう．このような問題を避けて疎な
構造を推定することが GGMの構造推定の目的である．

2.1 ℓ1 正則化最尤推定
GGM の構造推定は [Dempster 72] により導入され，以降

様々な手法が提案されてきた．近年，構造推定の ℓ1 正則化最
尤推定としての定式化が導入された [Yuan 07, Banerjee 08,

Friedman 08]：

max
Λ∈R

ℓ(Λ; Σ̂)− ρ∥Λ∥1 subject to Λ ≻ 0 . (1)

ただし，ρは正則化パラメータであり，ℓ(Λ; Σ̂)は以下で定義
される正規分布の対数尤度関数である：

ℓ(Λ; Σ̂) = log detΛ− tr
(
ΛΣ̂

)
.

問題 (1)は凸最適化問題であり，ブロック座標降下法により効
率的に解を得ることができる [Friedman 08]．

2.2 マルチタスク構造推定
複数の類似したタスクを，その類似性を利用して同時に

解くことで解の精度を向上させることがマルチタスク学
習 [Caruana 97] の目的である．このマルチタスク学習手法
の 1つ，Group Lasso [Bach 08]の手法を構造推定へと適用し
た手法 [Honorio 10, Varoquaux 10]が提案されている．マル
チタスク構造推定ではN 個の標本共分散行列 Σ̂1, Σ̂2, . . . , Σ̂N

から精度行列 Λ1,Λ2, . . . ,ΛN を同時に推定することを目的と
する．[Honorio 10]らは，N 個の精度行列が全て同じ疎な構
造を持つと仮定し，以下の問題を導入した：

max
Λ1,Λ2,...,ΛN

N∑
i=1

tiℓ(Λi; Σ̂i)− ρ
∑
j ̸=j′

max
1≤i≤N

|Λi,jj′ |

subject to Λ1,Λ2, . . . ,ΛN ≻ 0 . (2)

ここで，ρ は正則化パラメータ，t1, t2, . . . , tN は非負の重み
である．この問題は正則化の影響により同時構造 Λ̃jj′ =

max1≤i≤N |Λi,jj′ |が疎になる．つまり，一部の要素について
は Λ1,jj′ = Λ2,jj′ = . . . = ΛN,jj′ = 0が成り立つ．一方，各
個別の GGMについては疎制約がないため，上記が成り立た
ない要素については一般に Λi,jj′ ̸= 0 であり，全ての GGM

は同じグラフ構造を持つ．
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3. 問題設定

マルチタスク構造推定 (2)はタスク間の類似性を有効活用す
ることができる一方で，全ての GGMが同じグラフ構造を有
するという強い仮定を有している．この仮定を排除し，異なる
構造を持つGGMの同時構造推定を可能とするために，(2)に
各GGMを疎にする正則化項を加えた以下の問題を導入する：

max
{Λi}Ni=1

N∑
i=1

ti
(
ℓ(Λi; Σ̂i)− ρ∥Λi∥1

)
− γ

∑
j ̸=j′

max
1≤i≤N

|Λi,jj′ |

subject to Λ1,Λ2, . . . ,ΛN ≻ 0 (3)

ここで，ρ, γは正則化パラメータ，t1, t2, . . . , tN は
∑N

i=1 ti = 1

を満たす非負の重みである．この問題は γ → 0で個別推定 (1)

と，ρ → 0で同時推定 (2)と等価となり，ρ > 0, γ > 0では
両者の中間的な問題となっている．

4. アルゴリズム

本章では問題 (3)のブロック座標降下法 [Tseng 01]による解
法を紹介する．なお，提案法の最適解への収束性は [Tseng 01]

の定理 4.1から保証される．

4.1 ブロック座標降下法
ブロック座標降下法では行列全体を同時に最適化する

のではなく，一部の値を固定し，残りの要素について逐
次的に最適化を行う．今，精度行列 Λi の要素のうち変数
x1, . . . , xm−1, xm+1, . . . , xd に対応する要素を固定し，xm に
関する成分だけの最適化問題を考える．問題 (3)は行・列の並
び替えに対して不変なため，常に xm に対応する要素を行列の
末尾へと並び替えることができる．この時，精度行列 Λi 及び
標本共分散 Σ̂i を以下のように分割する：

Λi =

[
Zi zi

z⊤
i ωi

]
, Σ̂i =

[
Pi pi

p⊤
i qi

]
.

さらに今 Z1, Z2, . . . , ZN を固定しているため，{zi, ωi}Ni=1 に
ついての最適化問題は以下で与えられる：

max
{zi,ωi}Ni=1

N∑
i=1

ti
{
log

(
ωi − z⊤

i Z
−1
i zi

)
− 2p⊤

i zi

− (qi + ρ)ωi − 2ρ∥zi∥1
}
− 2γ

∑
j

max
1≤i≤N

|zij | . (4)

ここで，zij は zi の第 j 要素である．まず ωi について最適化
を行い以下を得る：

ωi = z⊤
i Z

−1
i zi + (qi + ρ)−1 . (5)

これをさらに (4)へと代入し，以下の問題を得る：

min
{zi}Ni=1

N∑
i=1

ti
{qi + ρ

2
z⊤
i Z

−1
i zi + p⊤

i zi + ρ∥zi∥1
}

+γ
∑
j

max
1≤i≤N

|zij | .

ここで，さらに以下のように変数 xm′ (m′ ̸= m) に関する要
素とそれ以外の要素へとベクトル・行列を分解する：

zi =

[
vi

wi

]
, pi =

[
ri

si

]
, Zi =

[
Hi hi

h⊤
i gi

]
.

図 1: 問題 (7)の実行可能領域（彩色部）：解が境界上にある場
合は太線破線部 (|ξi| = tiρ+ γ) または実線部 (∥ξ∥1 = ρ+ γ)

のどちらか（それぞれ 4.2.1, 4.2.2に対応）

これにより得られた以下の w = (w1, w2, . . . , wN )⊤ について
の最適化問題が (3)の部分問題である：

min
w

1

2
w⊤diag(a)w − b⊤w + ρ∥t ∗w∥1 + γ∥w∥∞ (6)

ここで a, b はそれぞれ ai = tigi(qi + ρ), bi = −ti{(qi +
ρ)h⊤

i vi + si}を要素とする N 次元のベクトルであり，また ∗
はベクトルの要素積である．さらに，この問題の双対問題は以
下で与えられる：

min
ξ

1

2
(b− ξ)⊤ diag(a)−1 (b− ξ)

subject to ∥ξ∥1 ≤ ρ+ γ , |ξi| ≤ tiρ+ γ . (7)

ここで w = diag(a)−1 (b− ξ)である.

4.2 部分問題の解法
図 1に部分問題 (7)の実行可能領域を示す．bが領域の内側

にある，つまり ∥b∥1 ≤ ρ+ γ，|bi| ≤ tiρ+ γ を満たす時，問
題 (7)の解は明らかに ξ = bである．それ以外の場合，解は
実行可能領域の境界上にある．これはさらに図 1 中の太線破
線部 (|ξi| = tiρ+ γ) と実線部 (∥ξ∥1 = ρ+ γ)の 2通りの場合
に分類される．以下でそれぞれの場合についての効率的な解法
を紹介する．また，全体の手続きをまとめた提案法の疑似コー
ドを Algorithm 1に記す．
4.2.1 解が境界 |ξi| = tiρ+ γ の上にある場合
この時，問題 (7) の 2 つ目の制約条件のみからなる問題を

解くことで解が得られる．さらにこの場合，問題は以下の N

個の 1変数最適化問題へと分割される：

min
ξi

1

2ai
(bi − ξi)

2 subject to |ξi| ≤ tiρ+ γ . (8)

これは制約付きの最小二乗推定であり，解析的に解が得られる：

ξi =


bi (if |bi| ≤ tiρ+ γ)

tiρ+ γ (if bi > tiρ+ γ)

−tiρ− γ (if bi < −tiρ− γ) .
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Algorithm 1 提案法の疑似コード

Input : 標本共分散行列 Σ̂1, Σ̂2, . . . , Σ̂N

正則化パラメータ ρ, γ ≥ 0
重み t1, t2, . . . , tN > 0,

∑N
i=1 ti = 1

Output : 精度行列 Λ1,Λ2, . . . ,ΛN

1: 初期化： Λi ←
(
Σ̂i + ρId

)−1

;

2: 以下を Λ1,Λ2, . . . ,ΛN が収束するまで繰り返す;

3: for xm : m = 1 to d do

4: for xm′ : m′ ̸= m do

5: if ∥b∥1 ≤ ρ+ γ and |bi| ≤ tiρ+ γ then

6: ξ ← b;

7: else

8: 部分問題 (8)を解く;

9: if (8)の解が ∥ξ∥1 ≤ ρ+ γ を満たさない then

10: 部分問題 (9)を解く;

11: end if

12: end if

13: w ← diag(a)−1(b− ξ);

14: Λi の (m,m′)及び (m′,m)成分を wi に更新する;

15: end for

16: Λi の (m,m)成分を (5)により更新する;

17: end for

ここでは 1 つ目の制約条件を無視したため，得られた解が
∥ξ∥1 ≤ ρ + γ を満たさない可能性がある．その場合，解は
境界 ∥ξ∥1 = ρ+ γ 上にある．
4.2.2 解が境界 ∥ξ∥1 = ρ+ γ の上にある場合
ここでは問題 (7) の 1 つ目の制約条件を等式で置き換えた

問題を解く．これは ξi = sgn(bi)yi と置いた，以下の連続二次
ナップザック問題と等価である：

min
y

N∑
i=1

1

2ai
(|bi| − yi)

2

subject to

N∑
i=1

yi = ρ+ γ , 0 ≤ yi ≤ tiρ+ γ . (9)

問題 (9)は以下の手続きにより効率的に解くことができる．ま
ず，KKT条件より解が yi(ν) = min(max(|bi|−νai, 0), tiρ+γ)

の形で与えられ，かつ最適なパラメータ ν は
∑N

i=1 yi(ν) =

ρ+γを満たすものであることがわかる．さらに
∑N

i=1 yi(ν)が
{(|bi|− tiρ−γ)/ai, |bi|/ai}Ni=1を breakpointにもつ区分線形
な単調減少関数であることから，breakpointをソートするこ
とにより

∑N
i=1 yi(ν0) ≤ ρ+ γ を満たす最小の breakpoint ν0

を効率的に見つけることができる．この ν0 を用いて最適なパ
ラメータ ν は以下で与えられる：

ν =

∑
i∈I1

(tiρ+ γ) +
∑

i∈I2
|bi| − ρ− γ∑

i∈I2
ai

.

ただし，I1，I2 はそれぞれ I1 = {i; |bi| − ν0ai ≥ tiρ + γ}，
I2 = {i; 0 ≤ |bi| − ν0ai < tiρ+ γ}により定義されるインデッ
クス集合である．

5. 数値実験

本章では数値実験により提案法の有効性を実証する．

5.1 データの生成
本実験では従来の同時構造推定手法 [Honorio 10,

Varoquaux 10] が不得手とする，構造の異なる複数の GGM

の同時構造推定問題を扱う．特に，個別推定 (1) と同時推
定 (2) の中間となる「グラフ構造を部分的に共有する複数の
GGM」（例：図 2）を考える．
上記の要請を満たすデータを以下の手続きにより生成した．

まず，N個のデータそれぞれについて d個の変数 x1, x2, . . . , xd

を重複のない k個の小集合へと分割する．そして各小集合ごと
に小さな精度行列をランダム∗1に生成する．この時，「グラフ構
造を部分的に共有する複数のGGM」を実現するために，一部
の小集合がN 個のデータ間で共通となるようにした．最後に，
これら小さな精度行列の間に辺を加えることで N個の疎な精
度行列 Λ1,Λ2, . . . ,ΛN を生成した．実験ではデータセットの
個数 N = 5，変数の数 d = 20，そして小集合の個数 k = 5と
し（図 2），各データセットごとに精度行列を Λi とする正規
分布から 100 個ずつ標本を生成した．また，前処理として各
データセットごとに各変数の標準偏差が 1 になるように正規
化を行った．
実験結果の評価には ROC 曲線を用いる．ここで，GGM構

造推定についての TPF(真陽性率) 及び FPF(偽陽性率) は以
下により定義した：

TPF =
1

N

N∑
i=1

∑
j ̸=j′ I(Λi,jj′ ̸= 0 ∧ Λ̂i,jj′ ̸= 0)∑

j ̸=j′ I(Λi,jj′ ̸= 0)

FPF =
1

N

N∑
i=1

∑
j ̸=j′ I(Λi,jj′ = 0 ∧ Λ̂i,jj′ ̸= 0)∑

j ̸=j′ I(Λi,jj′ = 0)
.

ただし，Λi, Λ̂i はそれぞれ真の精度行列，推定された精度行列
であり，I(p)は命題 pが真の時に 1を，偽の時に 0をとる関
数である．

5.2 実験結果
上記の手続きで 100回ランダムにデータを生成して提案法

を適用し，結果を個別推定 (1) [Friedman 08] 及び同時推定
(2) [Honorio 10]と比較した結果を図 3に示す．ここでは提案
法のハイパーパラメータ γ = 0.1，また提案法及び同時推定法
の重み ti = 0.2とし，それぞれの手法について ρを変化させ
てグラフを描画した．ROC曲線では低い FPFで高い TPFが
達成可能な良い手法ほどグラフがより左上にある．図 3では個
別推定よりも同時推定が，そして同時推定よりも提案法の曲線
がより左上にある．これは提案法が個別推定と同時推定の中間
の手法となっており，同時推定による精度向上を図りつつも各
GGMの個別のスパース構造推定を可能とすることで，各々の
手法を単一で用いた場合に比べて良い GGMの構造推定性能
を有していることを示している．

6. まとめと今後の課題

本研究では異なるグラフ構造を持つ GGMの同時構造推定
手法を提案した．提案法は個別推定と同時推定の中間の定式化
となっており，ブロック座標降下法により解を得ることができ
る．また，座標降下法の部分問題が 2 通りの解を持つことを
示し，それぞれについて効率的な解法を与えた．数値実験によ
り，提案法の従来法への優位性を実証した．

∗1 本実験では精度行列の対角要素を 1 とし，非対角要素を
[−0.8,−0.1]∪ [0.1, 0.8]の上で定義される一様部分から生成した．
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図 2: GGMの構造：実線部が複数 GGM間で共通のグラフ構
造，点線部は各 GGMにより異なる構造
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図 3: GGM構造推定精度の ROC曲線：データをランダムに
100 回生成し，パラメータ ρ を変えながら提案法 (γ = 0.1)，
個別推定 (1)及び同時推定 (2)を適用し，得られた TPF, FPF

それぞれの平均をプロット

今後の課題として問題 (3)の理論的な解析が挙げられる．特
に漸近的な挙動の解析や，オラクル性 [Zou 06]を持つ定式化
への拡張などは興味深い問題である．
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