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This paper describes a new SAT encoding method, named compact order encoding, applicable to finite domain
CSP. It is a generalization of log encoding (compact encoding) and order encoding which is adopted by an award-
winning SAT-based CSP solver. The basic idea of the compact order encoding is the use of a numeral system of
some base. Each integer variable is divided into some digits and each digit is encoded by using the order encoding.
It generates much smaller SAT instances than the order encoding and more efficient SAT instances than the log
encoding in general because it requires fewer carry propagations when using larger base than two. We confirmed
these observations through the experimental results on Open-Shop Scheduling problems. Especially for very large
instances, our solver with MiniSat engine outperformed other encodings and the state-of-the-art CSP solvers choco
and Mistral.

1. はじめに

近年の SAT技術の発展により，プランニング，スケジュー
リング，ハードウェア・ソフトウェア検証，制約充足等の問題を
SAT に符号化 (変換) し，MiniSat [Eén 03] 等の高速な SAT

ソルバーを用いて求解を行う SAT符号化の研究が活発に行わ
れている [井上 10]．また，制約充足問題 (CSP) は，与えら
れた有限領域上の制約を充足するような変数への値割り当てを
探す組み合わせ問題である [Rossi 06]．SAT 型制約ソルバー
は，CSPを SATに符号化し [Prestwich 09, 田村 10]， SAT

ソルバーにより解を探索するプログラムである．
CSPから SATへの符号化法は，直接符号化法 [de Kleer 89,

Walsh 00]，支持符号化法 [Kasif 90, Gent 02]，対数符号化
法 [Iwama 94, Gelder 08]，対数支持符号化法 [Gavanelli 07]，
順序符号化法 [Tamura 06, Tamura 09] 等，数多く提案されて
いる．特に順序符号化法 [Tamura 09]は，オープンショップ・ス
ケジューリング問題 [Tamura 09]，2次元ストリップパッキン
グ問題 [Soh 10]で未知だった最適値の決定に成功する等，広い
範囲の問題で良い性能を示している [Inoue 06, Nabeshima 06,

Banbara 10]．
しかし順序符号化法には、元の CSPのドメインサイズが大

きい時に巨大な SAT問題が生成され，問題が解けない場合が
ある．例えば,整数変数のドメインサイズを d とすると，n-項
制約

∑n
i=1 aixi ≤ b は，O(dn−1) 個の節に符号化される．一

方で，対数符号化法 (コンパクト符号化法) は整数の 2進数表
記に着目した符号化法であり，生成される SAT問題は非常に
小さくなる (log d に比例する)．しかし，桁上がりの伝播に多
くの推論ステップが必要なため，一般に性能は良くない．

1.1 コンパクト順序符号化法の提案
そこで本論文では，コンパクト (生成される SAT問題のサ

イズが小さい)かつ効率的であることを目指した新しい符号化
法である コンパクト順序符号化法を提案する．コンパクト順
序符号化法では，ドメインサイズを小さくするために整数の
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B 進表現を用いる (B ≥ 2) [Tanjo 10]．すなわち，各整数変
数 x を

∑m−1
i=0 Bix(i) で表す．ここで，m = dlogB de であり，

すべての x(i) に対して 0 ≤ x(i) < B である．また，コンパ
クト順序符号化法は，B ≥ d の場合には順序符号化法と等価
となり，B = 2 の場合には対数符号化法と等価となる．よっ
て，コンパクト順序符号化法は両方の符号化法の一般化である
とみなせる．
しかし単純に整数変数 x を

∑m−1
i=0 Bix(i) で置き換えるだ

けでは，順序符号化法よりも符号化後の節数が増えてしまう．
そのため，変数のドメインサイズだけでなく，各算術制約に含
まれる変数の数も制限することが重要である．
コンパクト順序符号化法を用いた整数有限領域上の CSPの

符号化は次のように行われる．まず，CSPを三項 CSPに還元
する．次に，還元された三項 CSPをコンパクト三項 CSPに
還元する．そして，還元されたコンパクト三項 CSPを順序符
号化法を用いて SATに符号化する．各 CSP については第 2.

節と第 3.節で述べる．
本論文では，第 2.節で三項 CSPを定義し，整数有限領域上

の任意の CSPが三項 CSP に還元できる事を示す．第 3.節で
コンパクト三項 CSP を定義し，第 4. 節でいくつかの制約の
還元例を示す．第 5.節で他の符号化法と節数に関して比較し，
第 6.節で性能評価を行った後，第 7.節で結論を述べる．性能
評価では，実際的な応用としてオープンショップ・スケジューリ
ング問題を用い，コンパクト順序符号化法と順序符号化法，対
数符号化法の性能を比較する．また，最先端の CSPソルバー
である choco と Mistral との比較も行った．

2. 三項CSP

最初にいくつかの記法を導入する．Zと Nはそれぞれ，整
数の集合と非負整数の集合を表す．
整数有限領域上の三項 CSP (3ary-CSP)は，各算術制約

に含まれる整数変数が高々3つである CSPであり，以下のよ
うに定義される．

定義 1 (三項 CSP). (整数有限領域上の) 三項 CSPは，以下
を満たす組 (X,u, P,C) である．
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• X は整数変数の有限集合である．

• u は X から N への写像であり，整数変数の上限を表す
(下限は 0 である)．

• P は命題変数の有限集合である．

• C は満たすべき制約を表す論理式であり，以下の文法で
表される．

C ::= p | ¬p |
n∑

i=1

aixi . b | z = xy

| C ∧ C | C ∨ C

ただし p ∈ P，n ∈ {1, 2, 3}，xi, x, y, z ∈ X，ai ∈ Z，
b ∈ N， . ∈ {≤,≥,=} である．

有限領域上の任意の CSPは，以下の手順で容易に三項 CSP

へ還元できる．

• 外延的制約を，上で定義した算術制約で表す．
• 整数変数 x の下限が 0 でない場合には，x を新しい整数
変数 x′ に置き換える．ただし，x′ = x− lである．

• 制約
∑

i ai

∏
j xij .bを，制約

∑
i aizi.bと zi =

∏
j xij

に還元する．ただし，各 zi は新しい整数変数である．

• 4変数以上を含む算術制約を，部分和・部分積をそれぞれ
新しい変数で置き換えることで三項制約に還元する．

以下では，整数有限領域上の三項 CSPを単に CSPと呼ぶ．

3. コンパクト三項CSP

この節では，コンパクト三項CSP (Compact 3ary-CSP)

を定義する．コンパクト三項 CSP は，各整数変数の上限をあ
る整数 B − 1 に固定した CSP であり，B は基底と呼ばれる
(B ≥ 2)．また，コンパクト三項 CSPに含まれる算術制約は
すべて線形制約である．

定義 2 (コンパクト三項 CSP). コンパクト三項 CSP

(B;X,P,C)は，以下を満たす CSP (X,u, P,C) である．

• B ≥ 2 は基底を表す整数である．

• u(x) = B − 1 (∀x ∈ X)．

• 論理式 C は以下の文法で表される．

C ::= p | ¬p |
n∑

i=1

±xi . b | By + z = ax

| C ∧ C | C ∨ C

ただし，p ∈ P，n ∈ {1, 2, 3}，xi, x, y, z ∈ X，0 ≤ a <

B，0 ≤ b ≤ 3(B − 1)，. ∈ {≤,≥,=}である．

4. CSPからコンパクト三項CSP への還元

ページ数の都合により，以下では制約 x ≤ 26，z = x +

34，z = 9x の還元のみを示す．CSP 全体の還元については
[Tanjo ar]を参照すること．
以下では，CSP の整数変数 x の i 桁目を表すコンパクト三

項 CSPの整数変数を x(i) と表記する．

x(1) x(0) 充足可能
0–1 0–9 Yes

2 0–6 Yes

2 7–9 No

3–9 0–9 No

図 1: (x(1) ≤ 2) ∧ (x(1) ≤
1 ∨ x(0) ≤ 6)の充足可能性

x(1) x(0)

× 9

v01 v00
v11 v10

z(2) z(1) z(0)

図 2: 100z(2) + 10z(1) +

z(0) = 9(10x(1) + x(0)) の
筆算

4.1 x ≤ 26 の還元例
CSP の論理式 x ≤ 26 (u(x) = 99) は，基底 B = 10 のコ

ンパクト三項 CSPの変数を用いて 10x(1) + x(0) ≤ 26と表さ
れる．各桁での比較を考えることで，これは以下の論理式に還
元できる．

(x(1) ≤ 2) ∧ (x(1) ≤ 1 ∨ x(0) ≤ 6)

図 1に還元された論理式の充足可能性を示す．この図から，還
元された論理式は 10x(1) + x(0) ≤ 26 と同値であることがわ
かる．また，この論理式に含まれる算術制約は，すべて単項制
約である．

4.2 z = x+ 34 の還元例
CSP の論理式 z = x + 34 (u(z) = u(x) = 99) は，基底

B = 10のコンパクト三項CSPの変数を用いて 10z(1)+z(0) =

10x(1) + x(0) +34 と表される．各桁での加算を考えることで，
これは以下の充足同値な論理式に還元できる．

(c ∨ z(1) = x(1) + 3) ∧ (¬c ∨ z(1) = x(1) + 4)

∧ (c ∨ z(0) = x(0) + 4) ∧ (¬c ∨ z(0) = x(0) − 6)

ここで c は x(0)+4からの桁上がりを表す新しい命題変数であ
る．例えば，c = false の場合には (z(1) = x(1) +3)∧ (z(0) =

x(0) +4) となり，10z(1) + z(0) = 10x(1) + x(0) +34を導出で
きる．

4.3 z = 9xの還元例
CSP の論理式 z = 9x (u(z) = 999, u(x) = 99) は，基

底 B = 10のコンパクト三項 CSPの変数を用いて 100z(2) +

10z(1) + z(0) = 9(10x(1) + x(0)) と表される．乗算の筆算を
考えることで，これは以下の充足同値な論理式に還元できる
(図 2参照)．ここで，vij (i, j ∈ {0, 1}) は部分積 ax(i)の j 桁
目を表す新しい整数変数であり，c は v01 + v10 からの桁上が
りを表す命題変数である．

(10v11 + v10 = 9x(1)) ∧ (10v01 + v00 = 9x(0))

∧ (c ∨ z(2) = v11) ∧ (¬c ∨ z(2) = v11 + 1)

∧ (c ∨ z(1) = v01 + v10) ∧ (¬c ∨ z(1) = v01 + v10 − 10)

∧ (z(0) = v00)

5. 各符号化法の比較

コンパクト順序符号化法では，還元されたコンパクト三項
CSP は順序符号化法を用いて SAT に符号化される．変数の
ドメインサイズを d とすると，順序符号化法では線形制約∑n

i=1 aixi . b (. ∈ {≤,≥,=}) は O(dn−1)個の節に符号化さ
れる．
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制約 順序 コンパクト順序 対数
(B ≥ d) (B = 2)

x ≤ a O(1) O(m) O(log2 d)
x ≤ y O(d) O(mB) O(log2 d)

z = x+ a O(d) O(mB) O(log2 d)
z = x+ y O(d2) O(mB2) O(log2 d)

z = ay O(d) O(mB2) O(log2 d)
(0 ≤ a < B)
z = xy O(d2) O(mB3 +m2B2) O(log22 d)

図 3: 各符号化法を用いた SAT符号化後の節数の比較

主な制約を符号化するのに必要な節数を図 3に示す．d は変
数のドメインサイズであり，m = dlogB de は変数の桁数を表
す．例えば，コンパクト順序符号化法では制約 z = x + y は
m 個の三項制約に還元され，また各三項制約は O(B2) 個の
節に符号化されるため，O(mB2) 個の節に符号化される．こ
れは，順序符号化法の O(d2) 個よりもはるかに小さい．
また制約 z = ay は，各 ay(i) を計算する m 個の三項制約

に還元されるため，O(mB2)個の節に符号化される．特殊な
場合として，B ≥ d の場合には z = ay は O(d) 個の節に符
号化される．
非線形制約 z = xy はコンパクト順序符号化法を用いて

O(mB3 +m2B2) 個の節に符号化される．特殊な場合として，
B ≥ d の場合には，O(d2) 個の節に符号化される．

6. 性能評価

コンパクト順序符号化法の実行効率及び大規模な問題での性
能を評価するため，オープンショップ・スケジューリング (OSS)

問題を用いて性能評価を行った．OSS 問題には，Brucker ら
のベンチマークの中で最も大規模である “j7” と “j8” を用い
た [Brucker 97]．これは，2006年まで最適値が未解決であった
3問を含む難易度の高いベンチマークである．また，よりドメ
インサイズの大きい問題を得るために，各問題の処理時間を c

倍して生成した問題も用いた (c ∈ {1, 10, 20, 100, 200, 1000})．
例えば，c = 1000 の場合には，整数変数の最大ドメインサイ
ズは約 106 になる．
比較にはコンパクト順序符号化法 (B =

√
d)，順序符号化

法，対数符号化法を用いた．各問題の総処理時間には最適値-1

を使用し，各符号化法を用いて SATに符号化した．符号化後
の SAT問題は全て充足不能である．バックエンドの SATソル
バーとしてMiniSat [Eén 03] を用いた．また，最先端の CSP

ソルバーである choco 2.11 [The choco team 08] と Mistral

1.550 [Hebrard 08] とも比較を行った．
図 4に各係数ごとの求解問題数を示す．“ドメインサイズ d”

は，整数変数のドメインサイズの平均を表す．各係数と全問題
中で最も求解問題数が多いものをそれぞれ太字で示している．
ベンチマークは Xeon 3.0 GHz，メモリ 14GB の PC上で実
行し，制限時間は 3600 秒とした．
結果として，全ての係数でコンパクト順序符号化法が最も

多くの問題を解いた．また順序符号化法や Mistral が，c が大
きくなると求解問題数が減っていくのに対し，コンパクト順序
符号化法は c = 1000 の場合であっても，多くの問題を求解し
ている．
また，図 5 に各ソルバーでの求解問題数と CPU 時間を示

す．横軸が求解問題数，縦軸が符号化の時間も含めた CPU時
間を表している．コンパクト順序符号化法は，ほとんどの制限
時間に関して最も多くの問題を解くことがわかる．

係数 c ドメイン 問題数 順序 コンパクト 対数 choco Mistral
サイズ d 順序

1 d ≈ 103 17 14 14 13 6 14
10 d ≈ 104 17 12 13 13 6 12
20 17 12 13 13 6 12

100 d ≈ 105 17 8 13 12 7 7
200 17 5 13 12 6 6

1000 d ≈ 106 17 0 14 12 7 4
全問題数 102 51 80 75 38 55

図 4: 各符号化法と choco，Mistralの求解問題数の比較

7. 結論
本論文では，順序符号化法と対数符号化法を一般化したコ

ンパクトかつ効率的な新しい符号化法であるコンパクト順序
符号化法を提案した．コンパクト順序符号化法は，各整数変数
を B 進法で表現し，各桁を順序符号化法を用いて符号化する
(B ≥ 2)．
オープンショップ・スケジューリング問題を用いた性能評価

の結果，コンパクト順序符号化法は順序符号化法，対数符号化
法および最先端の CSPソルバーである choco と Mistral より
も多くの問題を求解した．特に，他のソルバーが解けないドメ
インサイズが非常に巨大な問題に対しても，コンパクト順序符
号化法が有効であることを示した．
今後の課題として，より大規模な問題を用いた性能評価と

問題に対して適切な基底を選ぶ方法が挙げられる．
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