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SOL タブロー計算法に基づく命題論理の充足可能性判定器の実現
A SAT Solver based on SOL Tableau Calculus
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In this paper, we propose a new SAT Solver based on SOL tableau calculus. Most of modern SAT solvers are
based on DPLL procedure and have various kinds of techniques for improving the performance of DPLL greatly,
for example, conflict driven clause learning, backjumping, watched literals and so on. On the other hand, SOL
tableau calculus is one of consequence finding procedures for the first order logic. Toward consequence finding for
the propositional logic, we introduce a SAT solver based on SOL with SAT techniques in this work.

1. はじめに

本研究では，命題論理の結論発見器の実現を目標とし，結論
発見手続きをベースとした命題論理の充足可能性判定問題を解
くソルバーを提案する．
公理集合から自明ではない興味深い結論を導出することを

結論発見 (consequence finding) と呼ぶ．結論発見は，隠れて
いる結論を発見する点において，定理証明とは異なる．一般に
公理集合から導出可能な結論は無限に存在するため，実際の結
論発見では，特定の言語バイアスを満たし包摂に関して極小
な節（これを特徴節 (characteristic clauses)と呼ぶ）を計算
する．特徴節の概念は，アブダクション [4, 5]，帰納論理プロ
グラミング [6]，生物情報科学 [2, 7]などを含む，人工知能に
とって興味ある種々の推論問題に有用である．特徴節計算のた
めの最もよく知られた手続きの 1つが SOL導出 [4] (skipped

ordered linear resoution) であり，SOL 導出をタブロー計算
法で再定式化した SOL タブロー計算法 [8] に基づく効率の良
い実装として SOLAR が開発されている [11]．

SOLAR は，一階述語論理を対象とした結論発見器である．
命題論理の結論発見器としても利用可能であるが，命題論理に
特化した実装技術は備えていない．一方，命題論理における充
足可能性判定問題（satisfiability problem; SAT 問題）を解く
ソルバーは，近年劇的に性能を向上させており，いくつもの高
速化技術が開発・提案されている．そこで本研究では，命題論
理における高速な結論発見器の実現を目標とし，結論発見手続
き SOL に最新の SAT 技術を導入したアルゴリズムを提案す
る．ただし本稿では結論発見ではなく反駁発見（すなわち充足
可能性の判定）を対象とする．このシステムでは，充足不能の
原因の発見や最適化問題を高速に解くことなどが期待される．

SAT は，最初に NP完全性が証明された問題であり，計算
理論にとって中心的である．また， SAT は，論理合成，ハー
ドウェア・ソフトウェアの検証，制約充足問題，プランニング，
自動推論・定理証明など，計算工学や人工知能における数多く
の問題において基本となる．このため， SAT を解くアルゴリ
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ズムおよびそれを実装したソルバーに関して，半世紀前からこ
れまでに膨大な量の研究がなされてきた．こうした多くの努力
が結実し，この十数年で SAT ソルバーの性能は飛躍的に向上
した．

2. SOL と SAT

2.1 結論発見手続き SOL
まず一階述語論理における諸定義と結論発見手続き SOL に

関する諸定義を行う．リテラルとは，述語またはその否定であ
る．節とはリテラルの選言である．生成領域とは，リテラル集
合と特定の条件により定義され，特徴節が属する語彙を表す．
形式的には生成領域は P = ⟨L,Cond ⟩ と表され，L はリテラ
ルの集合，Cond は満たすべき特定の条件である．ある節 C

が P に属するとは，C に含まれる全てのリテラルが L に含
まれ，かつ C が条件 Cond を満たしている場合をいう．また
節集合 Σ に対して， Σ の論理的帰結で生成領域 P に属する
節の集合を ThP (Σ) と表す．Σ を節集合とするとき，µΣ は
Σ 中の任意の節により真に包摂されない節集合を表す．節集
合を Σ，生成領域を P とした場合，P に関する Σ の特徴節
集合 Carc(Σ,P) を µThP(Σ) と定義する．すなわち特徴節と
は，生成領域に属する節で包摂のもとで閉じている節である．
節タブロー T とはラベル付き順序木であり，T の根以外のす
べてのノードはリテラルでラベル付けされている．混乱のない
限りリテラルとノードを同一視する．あるノード直下のリテラ
ルが L1, . . . , Ln であるとき，節 L1 ∨ . . . ∨ Ln をタブロー節
と呼ぶ．特に根の直下のタブロー節を先頭節と呼ぶ．連結タブ
ロー T とは，根以外のすべての非葉ノード L が直下の子とし
て ¬L を持つ節タブローをいう．マーク付タブローとは，いく
つかの葉に closed または skipped で印付けされた節タブロー
である．マーク付けされていない葉はサブゴールと呼ばれる．
T が解けたとは，T のすべての葉ノードがマーク付けされて
いる場合をいう．skip(T ) を skipped でマーク付けされたすべ
てのリテラルの集合とする．選択関数 ϕとは，タブローから
サブゴールへの写像である．本稿では，選択関数はタブロー中
の最左のサブゴールを返す写像とする．
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SOL タブロー計算法 [8] を以下で定義する．Σ を節集合，
C を節，P を生成領域，ϕ を選択関数とする．Σ + C と P
からの ϕ による節 S の SOL 演繹は，次の条件を満たすタブ
ローの列 T0, T1, . . . , Tn である．

1. T0 は，先頭節 C のみからなるタブローである．

2. Tn は，解けたタブローである．

3. 各 Ti において，skip(Ti) は P に属す．

4. Ti+1 は，以下の手順で導出する．まず ϕ によりサブゴー
ル K を選択する．次に，以下のオペレーターを Ti に適
用し，Ti+1 を得る．

(a) Skip: もし，skip(Ti)∪{K}が，P に属すなら，K
に skippedとラベル付けする．

(b) Factoring: もし skip(Ti)がリテラルLを含み，K
と Lが θ によって単一化可能ならば，K に skipped

とラベル付けし，Ti に θ を適用する．

(c) Extension: Σ∪ {C} から節 B を選択し，変数の
名前替えをした亜種を B′ = L1 ∨ · · · ∨Lm とする．
もし，¬K とリテラル Lj が θによって単一化可能
ならば，サブゴール K に新しい子 L1, . . . , Lm を
付加し，Lj には closed とラベル付けする．得られ
たタブローに θ を適用する．

(d) Reduction: もし，K が祖先ノードに L を持ち，
¬K と L が θ によって単一化可能ならば，K に
closed とラベル付けし，Ti に θ を適用する．

SOL タブロー計算法の正当性は次の定理で示される．

定理 1 [8]

健全性: もし Σ+C と P からの ϕ による節 S の SOL 演繹
が存在するならば，S は ThP(Σ ∪ {C}) に属する．
完全性: もし節 F が ThP(Σ) には属さないが ThP(Σ∪{C})
に属する場合，F を包摂する節 S の Σ + C と P からの ϕ

による SOL 演繹が存在する．

本稿では，SOL タブロー計算法における 4種類の推論規則
をオペレーターと呼ぶ．また SOL タブロー計算法における探
索空間を表現するため，タブロー探索木を定義する．Σ+C と
P からの ϕ によるタブロー探索木 [8]とは，以下のように構
成されるタブローでラベル付けされた木である：

1. T の根は先頭節 C のみからなるタブローである．

2. T の葉ではない各ノード T は，T のサブゴール ϕ(T ) に
オペレーターを適用して得られるタブローを子に持つ．

2.2 最新 SAT ソルバーにおける技術
次に命題論理における諸定義と最新 SAT ソルバーで利用さ

れている技術を紹介する．SAT 問題は，与えられた命題論理
式を充足できるか判定する問題であり，通常，節の連言で表記
された連言標準形 (conjunctive normal form; CNF) の式で
与えられる．つまり， SAT 問題は，与えられた問題の全ての
節を充足できるか判定する問題である．

SAT 問題を解く技術として以下のような技術が提案され，
多くの SAT ソルバーで実装されている．

• DPLL 手続き [9]

• 監視リテラルによる高速単位伝搬 [10]

• 矛盾からの節学習とバックジャンプ法 [14]

図 1: DPLL

図 2: Unit Propagation

• 優れた変数選択ヒューリスティックス [10]

• リスタート戦略 [12]

ここでは，基本アルゴリズムの DPLL 手続きと高速化に最も
効果があると考えられる矛盾からの節学習について述べる．

2.3 DPLL 手続き
DPLL 手続きを図 1 に示す．DPLL 手続きは，以下を繰り

返し探索する手法である．

1. 単位節∗1を発見し，真を割り当てる．

2. 単位節がなければ，適当な変数を選択し，真または偽を
割り当てる．このことを決定による割り当てと呼び，決
定により値が割り当てられた変数を決定変数，決定変数
の数を決定レベルと呼ぶ．

3. 矛盾が発生した場合，最後の決定変数の真偽値を反転する．

2.4 矛盾からの節学習
矛盾から節学習を行うソルバーを CDCL (Conflict

Driven Clause Learning) ソルバーと呼ぶ．CDCL ソル
バーは DPLL 手続きに基づくソルバーで，矛盾が発生するた
びに，その原因を解析し，同様の矛盾発生を避けるための節を
学習する．そして矛盾の原因を解消できるレベルまでバックト
ラックする．バックトラックするレベルを常に “現在の決定レ
ベル-1“とすると，DPLL ソルバーと同じ動作をする．本稿で
は紙面の関係上，矛盾解析手法の詳細には触れないが，詳細は
論文 [14] を参考にされたい．この節学習により，矛盾を含む
部分探索空間を取り除くことが可能になり，無駄な探索を抑え
ることが可能になる．

∗1 単位節とは，未割り当てのリテラルが 1 つの節である．
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3. SOL 手続きに基づく SAT ソルバー

本章では，先に述べた SOL 手続きに 最新 SAT 技術を導
入したソルバーを提案する．まず SAT 問題における SOL タ
ブロー法について述べる．

3.1 SAT 問題における SOL タブロー計算法
SOL タブロー計算法は，2章で示した通り 4つのオペレー

ターを使用して結論発見を行う．本稿では，反駁発見（充足可
能性の判定）を対象とするので，結論発見のためのオペレー
タである Skip/Factoring は考慮しない．また，命題論理で
は変数への代入が起きないため， Reduction オペレーターを
Identical reduction オペレーター [8]に置き換えることが可能
である．Identical reduction は，強制的な推論規則であり，も
し Identical reduction が適用可能な場合は，そのほかの推論
規則を考慮する必要がなくなるため，効率改善が期待できる．

3.2 SOL と SAT 技術の統合
単位伝搬を組み込んだ SOL について述べる．SOL で，サ

ブゴールを選択し Extension を行う時は，サブゴールを真と
仮定し探索することに相当する．そこで，この時に単位伝搬を
行い，より効率よく探索する．また，単位伝搬により矛盾が発
生することがある．この場合，そのノードを真とすると矛盾す
ることが分かるので，そのノードを閉じる．また，単位伝搬に
より矛盾が発生した場合は節学習を行い，以下に示す手順で
バックトラックを行う：

1. 学習節からバックトラックすべき決定レベルを求める．
SOL タブロー法では木の深さに相当する．

2. バックトラックするレベル以降の割り当てをキャンセル
する．

3. そのノードで単位伝搬を行う．

(a) 矛盾が起きれば，さらにバックトラックを行う．

(b) 矛盾が起きなければ，矛盾が発生した決定のひと
つ前までの決定を再現する．これは SAT ソルバー
で用いられている高速化技術の 1 つである phase

saving[13]と同様の手法である．もしこの途中で矛
盾が発生した場合は，さらにバックトラックを行う．

SOL 手続きに，SAT 技術である単位伝搬，矛盾からの節学
習とバックジャンプ法を統合したアルゴリズムを図 3に示す．
基本的なアルゴリズムは SOL タブロー計算法と同様である．
提案 SAT ソルバーでは，入力として開始タブロー T を受け
取り，タブロー T が解けていない間，以下を繰り返す．

1. 選択関数 ϕ によりサブゴール K を選択する．

2. K を真と仮定し，単位伝搬を行う．

3. 以下の中で当てはまる場合を行う．

(a) 単位伝搬により矛盾が生じた場合， backtrack に
より新たなタブローを生成する．

(b) 単位伝搬により矛盾が生じない場合，K に対するオ
ペレーター集合を作り，以下により一つのオペレー
ターを選択する．選択したオペレーターを適用し，
新たなタブローを生成する．

i. オペレーター集合が空の場合，以下で説明する
RME によりオペレーターを生成する．生成で
きない場合，モデルを出力し SAT と返す．

図 3: 提案アルゴリズム

ii. 上記ではない場合，オペレーター集合の中から
選択関数によりオペレーターを選択する．

タブローが解けた場合，充足不能の原因を出力し UNSAT と
返す．

3.3 SAT ソルバーに求められる機能
通常， SAT ソルバーには以下の機能が求められる：

• 充足可能な問題の場合，モデルを出力する．
• 充足不能な問題の場合， UNSAT と出力する．

SOL タブロー計算法では，充足不能の原因を示す閉じたタ
ブローを求めるので，充足不能な問題に対して UNSAT と出
力することとその原因を出力可能である．それに対し， SOL

タブロー計算法ではモデルの出力を考慮していないので，充
足可能である問題に対してモデルの出力ができない．そこで，
RME(Restart Model Elmination)[1] を導入することでその
問題点を解決する．

RME とは，選択関数によって選ばれたサブゴールに対し
て適用できるオペレーターがない場合，そのサブゴールを新し
い根頂点と考え，そこから再び SOL 手続きを開始する手法を
いう．このとき先頭節としては，未充足の節を用いる．そのよ
うな未充足の先頭節がない場合，その SAT 問題は充足可能と
判定できる．このとき，根からそのサブゴールまでのパスがモ
デルとなる．また，求まったモデルに未割り当てのリテラルが
ある場合先頭節から判断することができる．
上記について，以下の例を用いて説明する．
[例 1] 以下の 5個の節からなる CNF 式を考える．

C1 = {¬a,¬d} C4 = {¬c,+a}
C2 = {+a,+b,+c} C5 = {¬b,¬c}
C3 = {¬b,+a}

この例では，先頭節として負節 (節に含まれるリテラルがすべ
て負リテラルである節)を選択するものとする．まず先頭節と
して負節 C1 を選択し，初期タブローを生成する．選択関数
ϕ により ¬a を選択する．¬a を真とし，単位伝搬を行うと
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図 4: 例 1におけるタブロー
表 1: 解けた問題数の評価

問題の種類 Minisat-2.0 提案ソルバー
SAT(81問) 43問 13問

UNSAT(118問) 45問 14問
TOTAL(292問) 88問 27問

¬b,¬c が真となる．すると，節 C2 が矛盾するので，サブゴー
ルを閉じる．¬a を真としたことにより，矛盾したことが分か
るので，節 +a を学習する．これにより ¬d が単位伝搬によ
り真となる．次に， ϕ により ¬d を選択し，真とする．ここ
で， ¬d に対して，適用できるオペレーターがないので RME

を適用する．今回は先頭節として負節を用いているので，節
C5 を先頭節とする．次に， ϕ により ¬b を選択し，真とす
る．ここで， ¬b に対して，適用できるオペレーターがないの
で RME を適用する．しかし，未充足の負節がないので，こ
の時の根から ¬b までのパスがモデルとなる．つまり，モデル
は a∧¬d∧¬b となる．未割り当ての変数として c がある．今
回は負節を先頭節としたので，未充足の節は少なくとも正リテ
ラルを 1 つ含んでいる．従って， +c を真とすることで充足
させることができる．最終的に求まるタブローを図 4に示す．

4. 評価実験

実験に用いた問題は，SAT Competition 2009 の Applica-

tion部門の問題 292問で，1問あたりの制限時間は 600 CPU秒
とした．実験に用いたマシンはMac mini, Core Duo 1.66GHz,

2GB RAM である．比較対象として， Minisat[3] を用いた．
実験結果を表 1 に示す．表中の SAT は充足可能な問題の

解けた問題数， UNSAT は充足不能な問題の解けた問題数，
TOTAL は SAT と UNSAT と UNKNOWN の合計を示す．
提案手法は Minisat に比べ 3割程度の問題しか解けていない．
一方，提案ソルバーでは Minisat が制限時間内に解けていな
い充足不能な問題を 4問を解いている．提案ソルバーの性能が
悪いのは， SOL への SAT 技術の組み込みの考慮不足， SAT

技術における変数選択ヒューリスティック，リスタート戦略の
未導入や効率のよい実装方法などの原因が考えられる．具体的
に，単位伝搬と決定の速度を表 2 に示す．表では共通に解け
た各部門における単位伝搬と決定の 1 秒当たりのそれぞれの
回数を示す．表 2を見ると，提案ソルバーは miniSAT に比べ
て，圧倒的に速度が遅い．Total でみると単位伝搬が約 30倍，
決定が約 115 倍ほど遅い．これは，上記で書いたことが原因
だと思われる．そこで，これらを改善することは今後の重要な
課題の 1つである．

5. まとめと今後の課題

本論文では，命題論理の結論発見器の実現を目標とし，命題
論理の結論発見問題の一部である SAT 問題に対する SOL に
基づく SAT ソルバーを提案した．提案 SAT ソルバーの改良

表 2: 共通に解けた問題に対する速度

問題の種類
Minisat-2.0 提案ソルバー

単位伝搬 決定 単位伝搬 決定
SAT(13問) 2467054.8 25147.0 61425.1 129.6

UNSAT(10問) 1348495.7 6781.6 70264.7 189.3

TOTAL(23問) 1980724.7 17633.9 65268.4 154.0

として，バックトラックのアルゴリズムの改良が考えられる．
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