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In this paper, we propose a divide and couquer strategy for a consequence finding procedure SOL tabuleau caluculs
and effectiveness of our method. Consequence finding is a useful in many applications of Artificial Intelligence.
In general, consequence finding requires exhaustive search process to find out all the interesting consequences. To
enumerate consequences, SOL tableau calculus sometimes causes the repeated computation of sub-tableaux. The
experimental results show the effectiveness of the proposed approach.

1. はじめに

本稿では，一階述語論理の結論発見手続き SOL タブロー計
算法 [1] の分割統治法に基づく効率化手法を提案する．公理集
合から自明ではない興味深い結論を導出することを結論発見
と呼ぶ．結論発見は演繹・帰納・発想推論を実現する手段とし
て，多くの応用分野に適用できる有用な枠組みである．その中
で最もよく知られている手続きの一つが SOL 導出 [2] であり，
SOL タブロー計算法 [1] は SOL 導出をタブロー計算法で再
定式化したものである．
本研究では，SOL タブロー計算法における部分タブローの

繰り返し計算を避けるため，分割統治法に基づく新しい探索戦
略を示し，その正当性を証明する．また本手法の導入により，
効率改善が得られることを示す．

2. SOL タブロー計算法 [1]

本章では SOL タブロー計算法とその問題点を述べる．

2.1 SOL タブロー計算法の定義
まず諸定義を行う．述語とその否定をリテラルという．ま

た，リテラルの選言を節という．生成領域 P とは求めたい結
論 (特徴節という)の条件であり，リテラルの集合 Lと特定の
条件 Condによって定義される．ある節 C に含まれる全ての
リテラルが Lに含まれ，かつ C が条件 Condを満たしている
とき，C は P に属するという．また，節集合 Σに対して，Σ

の論理的帰結で生成領域 P に属する節の集合を ThP(Σ)と表
す．また，µΣは Σ中の任意の節により真に包摂されない節集
合を表す．節集合を Σ，生成領域を P とすると，P に関する
Σの特徴節集合 Carc(Σ,P)を µThP(Σ)と定義する．すなわ
ち，生成領域に属する節で包摂のもとで閉じている節が特徴節
である．
節タブロー T とはラベル付き順序木であり，T の根以外の

全てのノードはリテラルでラベル付けされている．本稿では
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リテラルとノードを同一視する．あるノード直下のリテラル
が L1, ..., Ln であるとき，節 L1 ∨ ... ∨ Ln をタブロー節と呼
ぶ．根の直下のタブロー節は先頭節と呼ぶ．連結タブローと
は，根以外の全ての葉でないノード L が直下の子として ¬L
を持つ節タブローをいう．マーク付タブローとは，いくつかの
葉に closedまたは skippedで印付けされた節タブローである．
マーク付けされていない葉はサブゴールと呼ぶ．T が解けた
とは，T の全ての葉ノードがマーク付けされている場合をい
う．skip(T )を skippedでマーク付けされたすべてのリテラル
の集合とする．選択関数 ϕは，タブローからサブゴールへの
写像である．

SOL タブロー計算法を以下で定義する．Σを節集合，C を
節，P を生成領域，ϕを選択関数とする．Σ+C と P からの
ϕによる節 S の SOL 演繹は，次の条件を満たすタブローの
列 T0, T1, ..., Tn である．

1. T0 は，先頭節 C のみからなるタブローである．

2. Tn は，解けたタブローである．

3. 各 Ti において，skip(Ti)は P に属す．

4. Ti+1 は，以下の手順で導出する．まず ϕによりサブゴー
ルK を選択する．次に，以下のいずれかの操作を適用し，
Ti+1 を得る．

(a) Skip: もし，skip(Ti)∪{K}が，P に属するなら，
K に skippedとラベル付けする．

(b) Factoring: もし，skip(Ti) がリテラル L を含
み，K と L が θ によって単一化可能ならば，K

に skippedとラベル付けし，Ti に θ を適用する．

(c) Extension: Σ ∪ {C}から節 B を選択し，変数の
名前変えをした亜種を B′ = L1, ..., Lm をとする．
もし ¬K とリテラル Lj が θによって単一化可能な
らば，サブゴールK に新しい子 L1, ..., Lm を付加
し，Lj には closedをラベル付けする．得られたタ
ブローに θ を適用する．
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図 1: 探索空間の爆発

(d) Reduction: もし，K が祖先ノードに L を持ち，
¬K と L が θ によって単一化可能ならば，K に
closedとラベル付けし，Ti に θ を適用する．

SOL タブロー計算法の正当性は次の定理で示される．

定理 1. [1]

健全性: もし Σ+C と P からの ϕによる節 S の SOL 演繹が
存在するのならば，S は ThP(Σ ∪ {C})に属する．
完全性: もし節 F が ThP(Σ)には属さないが ThP(Σ ∪ {C})
に属する場合，F を包摂する節 S の Σ+ C と P からの ϕに
よる SOL 演繹が存在する．

2.2 問題点：部分タブローの繰り返し計算
SOL タブロー計算法では，タブローの分岐を順番に解いて

いく．例として図 1 を考える．なお，三角形は解けた部分タ
ブローを表すものとする．また，タブローの分岐は左から解
かれていく (選択関数 ϕは最左のサブゴールを選択する) もの
とする．ここで，分岐 P1 から分岐 P5 までの全ての分岐を解
くことができた場合，タブロー全体が解けたことになり，結論
skip(T )を出力する．次に，別の解を探索するため P5 の分岐
に対して行った探索をリセットし，別の部分結論を求めて探索
する．このような処理を繰り返し，分岐 P5 について全ての可
能性を網羅的に探索した後，分岐 P4 までバックトラックして
分岐 P4 について別の部分結論を探索する．その後，再び分岐
P5 について全ての部分結論を求めていく．これは，P4 の解き
方によって P5 の解が異なってくることがあるからである．以
上の様な処理を，分岐 P1 から分岐 P5 の全ての解き方の組み
合わせを試すまで繰り返す．ここで，分岐 P1 から分岐 P5 が
それぞれ 10通りの解き方を持つと仮定すると，最悪で 105 通
りの解き方を試す事になる．この様に，SOL タブロー計算法
では分岐が増えると考慮すべきタブローの解き方が増加し，繰
り返し計算によって探索空間が指数関数的に爆発してしまう可
能性がある．

3. SOL タブロー計算法における分割統治法

2.2 節で紹介した部分タブローの繰り返し計算を回避するた
め，SOL タブロー計算法に分割統治法を適用する．なお，本
稿では結論発見問題の特殊形である反駁発見問題に対して分割
統治法の導入を検討する．まず，タブローの分岐を分割してそ
れぞれを独立して探索し，各サブタブローから得た部分問題の
解を合成して全体の解を得る．ここで部分問題の解は，代入に
より表すことができる．代入については 3.1 節で述べる．
従来の SOLタブロー計算法では，バックトラックを繰り返

しながら，各サブゴールを何度も繰り返し解き直す必要があ

る．一方，分割統治法を適用した場合，各サブゴールを一度全
解探索するだけでよくなり，同じサブゴールを何度も解き直す
ことを避けることが可能になる．その結果，サブゴールの繰り
返し計算による探索空間の爆発を回避することができる．しか
しながら，分割統治を行わない場合は代入が適用された特殊な
サブゴールを解くのに対し，分割統治法を適用した場合はもっ
とも一般的なサブゴールを解くことになる．よって，サブゴー
ルを探索する際の探索空間が増大してしまう可能性がある．

3.1 代入
部分問題の解は代入によって定義される．代入とは，変数と

表現の関係付けの有限の集合である．例として以下を考える．

{X/A, Y/b, Z/f(c)}

この例では，変数X に変数 A，変数 Y に定数 b，変数 Z に関
数 f(c)が関係付けられている (代入されている)．ここで，表
現が変数に関係付けられることを束縛するといい，表現によっ
て束縛された変数を束縛変数という．変数は高々一つの表現と
関係付けられ，表現と関係づけられた変数はその代入のどの表
現にも現れてはならない．

3.2 分割統治法のための代入合成アルゴリズム
SOL タブロー計算法に分割統治法を適用する場合，部分問

題の解の合成として代入の合成を考える必要がある．しかし，
AI の教科書にみられる既存の代入合成手法は，独立して解い
た部分タブローの解を合成する分割統治法には適さない．よっ
て，分割統治法のための代入合成アルゴリズムを提案する．代
入合成アルゴリズムを図 2に示す．アルゴリズムは，代入を合
成する関数 Compose と 合成後の代入が代入の条件に反して
いないかを検査する Check に分かれている．例として以下の
二つの代入 γ と τ を考える．

γ = {X/f(a), Y/Z}

τ = {X/f(Z)}

γ と τ を既存の合成手法で合成すると以下のようになる．

γ ◦ τ = {X/f(a), Y/Z}

一方，提案する合成アルゴリズムで合成した結果は以下のよう
になる．

γ • τ = {X/f(a), Y/a, Z/a}

γ の要素 X/f(Y )と τ の要素 Y/f(a)は Y/aで単一化可能で
ある．よって，二つの要素から Y/aを求め，γ に合成する．

3.3 代入合成アルゴリズムの正当性
従来の SOL タブロー計算法で得られる解集合をΘ，部分タ

ブローを解いて得られる解集合を Γ，T とする．提案した代入
合成アルゴリズムの正当性は以下で示される．
定理 2

健全性：∀γ ∈ Γ,∀τ ∈ T (∃γ • τ → ∃θ ∈ Θ　θ = γ • τ)
完全性：∀θ ∈ Θ(∃γ ∈ Γ, τ ∈ T 　θ = γ • τ)
健全性の証明
証明は，γ ∈ Γと τ ∈ T に共通して現れる束縛変数の数を n

として数学的帰納法を用いて行う．以下のような節を考える．

p(X1, ..., Xn) ∨ q(Y1, ..., Ym)

2



The 25th Annual Conference of the Japanese Society for Artificial Intelligence, 2011

n = 0の場合は，自明であるため割愛する．n = k− 1まで健
全と仮定する．n = k の場合，γ と τ に共通して現れる束縛
変数 k個のうちの一つをXj とする．このとき，{Xj/s} ∈ γ，
{Xj/u} ∈ τ とする．また，{Xj/v} ∈ γ • τ とする．ここで，
p(X1, ..., Xn)と q(Y1, ..., Ym)に引数としてあらわれる Xj を
vで置換した問題を考える．γ • τ が存在することからXj を v

に置換してもそれぞれの分岐は解ける．このときの解を γ′ • τ ′

とする．ここで，

γ • τ = γ′ • τ ′ ∪ {Xj/v}

と書ける．このとき n = k − 1 なので帰納法の仮定より，従
来手法で解いても

θ′ = γ′ • τ ′

となる解 θ′が存在する．ここで，置換を行う前の p(X1, ..., Xn)

と q(Y1, ..., Ym)を従来手法で解いた時を考えると，Xj を vに
置き換えて解けているので，θ′ ∪ {Xj/v}となる解は明らかに
存在する．このとき，

γ • τ = γ′ • τ ′ ∪ {Xj/v} = θ′ ∪ {xj/v} = θ

と書くことができるので n = k− 1まで健全なとき，n = kの
場合でもアルゴリズムは健全である．□

完全性の証明
証明は，p(X1, ..., Xn)と q(Y1, ..., Ym)の共通の引数の内 θ ∈ Θ

に束縛変数として現れる変数の数を nとし，数学的帰納法を
用いて行う．健全性の場合と同様に以下のような節を考える．

p(X1, ..., Xn) ∨ q(Y1, ..., Ym)

n = 0 の場合は自明なため割愛する．n = k − 1 まで完全と
仮定する．n = k の場合，p(X1, ..., Xn)と q(Y1, ..., Ym)の共
通の引数のうち，θ ∈ Θに束縛変数として現れる k 個の変数
のうち一つを Xj とする．また，{Xj/v} ∈ θ とする．ここ
で，p(X1, ..., Xn)と q(Y1, ..., Ym)に引数としてあらわれてい
る Xj を v に置換した問題を考える．仮定より θ が存在し，
{Xj/v} ∈ θであるので，あらかじめ代入しても明らかに解け
る．このときの解を θ′ とする．ここで，

θ = θ′ ∪ {Xj/v}

と書ける．このとき n = k − 1 であるので，帰納法の仮定よ
り提案手法で解くと

γ′ • τ ′ = θ′

となるような解 γ′ • τ ′ が存在する．ここで，{Xj/s ∈ γ}，
{Xj/u ∈ τ}とする．Xj を vに置き換えて γ′ • τ ′ が存在する
ことから，

v = sλ(γ′ • τ ′) = uλ(γ′ • τ ′)

となるような λが存在する．ここで，

γ • τ = (γ′ • τ ′) ∪ {Xj/sλ(γ
′ • τ ′)}

と書ける．よって，

γ • τ = (γ′ • τ ′) ∪ {Xj/sλ(γ
′ • τ ′)} = θ′ ∪ {Xj/v} = θ

と書くことができるので，n = k − 1まで完全なとき，n = k

の場合も完全である．□

Algorithm 1 Compose

Input: Substitution γ, τ .

Output: Composition result, or Φ.

γ = {v1/t1, . . . , vn/tn} τ = {w1/u1, . . . , wm/um}
τh = {w1/u1} τt = {w2/u2, . . . , wm/um}
τ ′h = Check(τ ′hγ)
if τ ′n = Φ then

return Φ
end if
γ′ = Check(v1/t1τ ′h, . . . , vn/tnτ

′
h)

if γ′ = Φ then

return Φ
end if
if ∃i(w1 = vi)(1 ≤ i ≤ n) then

λ =mgu(u1, ti)

if λ = Φ then
return Φ

end if
γ′ = γ′ ◦ λ

else
γ′ = γ′ ∪ τ ′h

end if

return Compose(γ′, τt)

Algorithm 2 Check

Input: Substitution σ.
Output: checked substitution σ, or Φ.

σ = {x1/y1, . . . , xn/yn}
for all {xi/yi} ∈ σ do

CHECK;
if xi = yi then

remove {xi/yi} from σ
continue

else if yi contains xi then
return Φ

else if yi contains xj then
yi := yi{xj/yj}
goto CHECK;

end if
end for
return σ

図 2：代入合成アルゴリズム

4. 評価実験

SOL タブロー計算法を実装した結論発見システム SOLAR

[3] に分割統治法を実装し，評価実験を行った．ベンチマーク
問題として TPTP-v3.5.0 を用い，通常の SOLAR と解けた
問題数を比較した．実験に使用したマシンは Mac mini(Core

2 Duo 1.83GHz，2GB RAM) である．また，1 問あたり 1 分
の制限時間を設けた．実験は，分割する分岐の深さや分岐数が
結果に影響するか調べるため以下の 4 種類を行った．

• 深さが 1 以下の分岐（先頭節）を分割．

• 深さが 2 以下の分岐を分割．

• 全ての分岐を分割．

• 長さが 4 以上である全ての分岐を分割．

実験結果を表 1 に示す．表 1 は，それぞれの手法でどれだけ
の問題を解くことができたかを表している．各列は問題を解く
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表 1: SOLARとの比較

SOLAR depth ≤ 1 depth ≤ 2 all nodes
all nodes
len ≥ 4

♯ of solvedunit EQ 162 162 154 141 162

♯ of solved non-unit EQ 696 656 547 647 666

♯ of solved non-EQ 1249 1249 1228 1173 1244

Total 2107 2067 2029 1961 2072

表 2: 並列処理シミュレーション

SOLAR
depth ≤ 50%
♯ substs ≤ 500

depth ≤ 70%
♯ substs ≤ 700

depth ≤ 70%
♯ substs ≤ 2000

len ≥ 4

♯ of solved unit EQ 162 182 217 162

♯ of solved non-unit EQ 696 755 740 697

♯ of solved non-EQ 1249 1227 1230 1253

Total 2107 2156 2187 2112

のに用いた手法であり，最も左の列が SOLAR，右の 4 列が
分割統治法である．各行は問題の種類を表し，unit EQ は単
位節のみで構成された等号を含んだ問題である．non-unit EQ

は unit EQ 以外の等号を含んだ問題である．non-EQ は等号
を含まない問題である．“Total” は解けた問題の総数を表して
いる．表 1 より，どの分割方法を用いても分割統治法のほう
が解けた問題数が少ないことが分かる．特に，タブローの分岐
を分割すればするほど解けた問題数が少なくなっている．よっ
て，タブローの分岐を過剰に分割することは適当ではないとい
える．さらに，従来の SOLAR は反駁を 1 つ発見したら処理
を停止することが可能であるのに対し，分割統治を適用した場
合は，各サブゴールについて全解探索をした後に部分問題の解
集合を統合するため，必ず全解探索を行う.このことも原因で
あるといえる．
分割統治法を適用した場合，各サブゴールを独立して解く

ことが可能である．すなわち，本手法は並列処理に向く．そこ
で，並列処理を適用した提案手法をシミュレートするためもう
ひとつの実験を行った．
シミュレーションでは各ノードが保持する代入の数を制限

し，保持する代入が制限を超えたら処理を打ち切ることで並
列処理を模倣している．実験は，以下の 3 つの制限を用いて
行った．

• 深さ 50 % 以下の分岐を分割し，ノードが保持する代入
は 500 以下

• 深さ 70 % 以下の分岐を分割し，ノードが保持する代入
は 700 以下

• 深さ 70 % 以下で長さが 4 以上の分岐を分割し，ノード
が保持する代入は 2000 以下

実験結果を表 2 に示す．表 2 より，一部を除いて提案手法
のほうが SOLAR より多くの問題を解いていることが分かる．
また，どの条件でも “Total”では SOLAR より多くの問題を
解いている．この結果から，並列処理を適用することで，分割
統治法によるいっそうの効率化が見込める．さらに，解けた問
題数が少なくなっている部分は，どちらも non-EQ 問題であ
る．EQ 問題は non-EQ 問題に比べて，探索の際にタブロー
が複雑になりやすいという特徴がある．このことから，提案手

法は等号を含む問題を解く際により効果を発揮すると考えら
れる．

5. まとめと今後の課題

本研究では分割統治法による SOL タブロー計算法の効率化
手法を提案した．また，分割統治法のための代入合成アルゴリ
ズムを提案し正当性を証明した．さらに,実験結果より分割統
治法の適用による効率改善が見込めることを示した．
定理証明問題は反駁を発見することを目的とする．定理証明

問題では，反駁を 1 つでも発見すれば探索を直ちに終了する
ことができる．しかし，分割統治法を適用した場合，定理証明
問題であったとしても，各サブゴールについて全解探索をした
後に部分問題の解集合を統合するため，全解探索をすることに
なる．結論発見問題は基本的に全解探索を必要とするので，分
割統治法は結論発見問題を解く場合により効果的だと考える．
よって，分割統治法で結論発見問題への拡張は今後の重要な課
題の 1 つである．また，実験結果より並列処理の適用による
効率化の可能性が示されたことから，並列処理の実現も今後の
課題である．
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