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節論理における推論の明示を目指したグラフィカルモデル
A Graphical Model for Clausal Logic Representing Inference with Uncertainty
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We present a graphical model for clausal logic in order to represent deductive inference with uncertainty. The
graphical model consists of a Clause-set graph and an Interpretation distribution table (IDT). A Clause-set graph
represents clauses in clausal logic, and is characterized by the fact that it represents each of its clauses as a node. An
IDT represents uncertainty of interpretations of ground clauses by the probability distribution of the interpretations.
In this paper, we define Clause-set graphs and IDTs, and illustrate these concepts with a few example. Then, we
discuss uncertain inference in clausal logic with the graphical model, and show that the graphical model can treat
uncertain inference under some assumptions.

1. はじめに

近年，論理のグラフィカルモデルを扱う研究が注目されて
いる．例えば，論理とベイジアンネットワークとを対応させた
Bayesian Logic[Milch 2005]や，節論理をマルコフネットワー
クで表したMarkov Logic Network[Richardson 2006]などが
提案されている．しかし，これらのグラフィカルモデルは，学
習対象あるいは学習結果の表現に論理式を用いているものの，
論理における推論のプロセスを十分に表現できているとは言え
ない．そこで本研究では，節論理における推論プロセスを明示
するグラフィカルモデルの構築を目指す．
本稿では，グラフィカルモデルとして節集合グラフと解釈分

布表の組み合わせを提案する．節集合グラフは節論理における
節集合を表現するグラフであり，基礎節全体をノードとして明
示する点に特徴がある．節集合グラフを用いることで，節論理
の導出による推論をグラフィカルに表現することができる．解
釈分布表は，節論理における不確実性を表現する手法であり，
確率分布によって，基礎原子式の解釈の不確実性や基礎節の真
偽の不確実性を表現する．これらを用いることにより，節論理
のグラフィカルモデルについて新たな見方を提供する．

2. グラフを用いた節論理の表現

本節では，節集合を表現するグラフとして節集合グラフを
提案し，節集合グラフにおける導出原理やトートロジーの扱い
について述べる．

2.1 節集合グラフ
本小節では，節集合グラフの定義と例を述べる．節集合グ

ラフでは 2種類のノードと 2種類のエッジを用いる（図 1）．
原子式を表すノードを原子式ノード（atom node），節を表す
ノードを節ノード（clause node）とする．ある節に現れる各
リテラルについて，正リテラルならばその原子式ノードと節を
正エッジでつなぎ，負リテラルならばその原子式ノードと節を
負エッジでつなぐ．形式的には以下のように定義する．
基礎原子式の集合を Aとし，a ∈ Aに対し ¬aを aの否定

とする．Aに対し，A = {¬a | a ∈ A}とする．節は A∪Aの
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部分集合で表現し，基礎節の集合を F ⊆ 2A∪A とする．エッ
ジの集合 E を

E =
[

C∈F

[

a∈A

{(a, C, +) | a ∈ C} ∪ {(a, C,−) | ¬a ∈ C}

とする．ただし，エッジについて (·, ·, +) は正エッジを表し，
(·, ·,−)は負エッジを表す．A ∪ F をノードの集合，E をエッ
ジの集合とするグラフを G := (A ∪ F , E)とし，これを節集
合グラフと呼ぶ．
例として，命題論理の論理式 (P∨ ¬Q ∨R)∧(¬P ∨Q)∧Qを

表す節集合グラフは図 2のようになる．ここで以下のように節
C1，C2，C3 とエッジ e1，e2，e3，e4，e5，e6 を決める．た
だし，本稿ではノードとそのラベルは区別しないものとする．

C1 ={P,¬Q, R}， C2 ={¬P, Q}， C3 ={Q}，

e1 =(P, C1, +)， e2 =(Q, C1,−)， e3 =(R, C1, +)，

e4 =(P, C2,−)， e5 =(Q, C2, +)， e6 =(Q, C3, +)．

2.2 節集合グラフにおける導出原理
節論理において，論理式が充足不可能であることの必要十分

条件は論理式（基礎節の有限集合）から導出（resolution）に
より空節が導かれることである．導出とは，リテラルX を持
つ基礎節 C1 と，X の補リテラル ¬X を持つ基礎節 C2 から，
C1 から X を除いた節と C2 から ¬X を除いた節の論理和を
とった節 C3 を導く操作である．以下で導出と対応する節集合
グラフ上の操作を述べる．

1. 2つの節ノード C1，C2 に対し，一方とは正エッジでつ
ながり，もう一方とは負エッジでつながっているような
原子式ノードを見つける．

2. それら正エッジと負エッジを消去する．

3. C1，C2 を新たに生成した節ノード C3 にまとめる．こ
の際，C1 と C2 につながるエッジはすべて C3 につなぎ，
重複するエッジは 1つにまとめる．

4. エッジがつながっていない原子式ノードを消去する．
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図 1: 凡例
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図 2: 節集合グラフの例
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図 3: 導出形の例 1
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図 4: 導出形の例 2

以上の操作によって得られたグラフは，元の論理式の導出形
（resolvent）を表現した節集合グラフである．図 2のグラフに
対し，Qについての導出を C1，C3 に施した例を図 3に示す．
図 2のグラフに対し，Pについての導出を C1，C2 に施した
例を図 4に示す．
この操作によって得られる節集合グラフは，元の論理式の論

理的帰結を表したものとなっている．また，この操作を施した
結果，エッジを持たない節ノードのある節集合グラフが得られ
たとき，元の論理式は充足不可能であることがわかる．

2.3 節集合グラフにおけるトートロジー
リテラルとその補リテラルが同時に基礎節に含まれる場合，

その基礎節はトートロジーとなる．節集合グラフにおいてトー
トロジーとなる節は，正エッジと負エッジ両方でつながってい
る原子式ノードが存在する節ノードとして表される．例えば，
図 4において原子式Qと原子式 Rにつながっている節ノード
は，Q の原子式ノードと正，負両方のエッジでつながってい
るのでトートロジーである．充足可能性を調べる際，トートロ
ジーである節は論理式全体の真偽に影響しないので考慮しなく
てよい．

3. 節論理における不確実性の表現方法

本節では，節論理における不確実性を表現する方法を提案
する．まず不確実性の表現に用いる解釈分布表を提案し，次に
解釈分布表を用いた不確実推論について議論する．

3.1 解釈分布表
基礎原子式の集合 Aについて，Aに含まれる基礎原子式の

すべての解釈（真理値の割当て）とその上の確率分布を表した
表を Aの解釈分布表と呼ぶ．基礎節 C の解釈分布表は，C に
含まれる基礎原子式の解釈の不確実性を確率によって表すと同
時に，C の真偽についての不確実性を表現している．

例 1 命題「飲酒の習慣がある」を D，命題「成人である」を
A，命題「仕事をしている」をWでそれぞれ表すと，命題「飲
酒の習慣があるならば，成人である」は論理式 D → A，命題
「成人であるならば，仕事をしている」は論理式 A → Wと表
される．さらにこれらの論理式を節で表すと，それぞれ

F1 : ¬D ∨ A ， F2 : ¬A ∨ W

表 1: {D, A}の解釈分布表

D A 確率

1 1 0.69

1 0 0.01

0 1 0.11

0 0 0.19

表 2: {A, W}の解釈分布表

A W 確率

1 1 0.78

1 0 0.02

0 1 0.05

0 0 0.15

となる．
無作為に選んだ 100 人に対し「飲酒の習慣はあるか」，「成

人であるか」の設問に yes，no で答えるアンケートを行った
結果，表 1の解釈分布表が得られたとする．ただし 1，0はそ
れぞれ真，偽を表す．同様に，別の 100人に対し「成人である
か」，「仕事をしているか」の設問でアンケートを行った結果，
表 2の解釈分布表が得られたとする．
表 1は節 F1 に，表 2は節 F2 にそれぞれ対応している．節

に対応する解釈分布表が与えられると，節の尤もらしさが計算
される．表 1により，F1 を偽にする解釈，すなわちDが真か
つ Aが偽である確率が 0.01であることがわかるので，F1 が
真である確率は 0.99である．同様に表 2から，F2を偽にする
解釈，すなわち Aが真かつWが偽である確率が 0.02である
ことがわかるので，F2 が真である確率は 0.98である．また，
Dが真である確率が 0.7であることや，Wが真である確率が
0.83であることなども読み取れる．

3.2 2つの原子式からなる基礎節における不確実推論
2つの基礎節 C1，C2 それぞれに対応する解釈分布表を T1，

T2 とし，C1 と C2 からの導出により得られる基礎節 C3 に対
応する解釈分布表を T3 とする．T1，T2 が与えられていると
き，これら解釈分布表による不確実推論は，T1 と T2 から T3

を決定する問題に帰着される．ここでは具体例を用いて，C1

と C2 に含まれる原子式が 2つの場合についての不確実推論を
考える．ただし，以下の仮定をおく．

仮定 1 C1 と C2 は導出を施すことが可能な基礎節であり，導
出によって除かれる基礎原子式の真偽に関する確率分布は，T1

と T2 で等しい．

例 2 小節 3.1の例 1を再び用いる．例 1での節 F1，F2 は仮
定 1を満たす．F1，F2 に対し，Aとその補リテラル ¬Aを消
去する導出を施すと節 F3 : ¬D∨Wが得られる．F3 は，命題
「飲酒の習慣があるならば，仕事をしている」を意味する論理
式 D → Wを節で表したものである．表 1，表 2から，F3 に
対応する {D, W}の解釈分布表を決定することを考える．
例 1 より，F1，F2 が真である確率はそれぞれ 0.99，0.98

である．F1，F2 が共に真である確率は 0.99 × 0.98 = 0.9702

となる．また，F1，F2 が共に真であれば，導出により得られ
る節 F3 が真となる．以上より，F3 が真となる確率は 0.9702

となる．つまり，F3 が偽となる確率は 0.0298となり，これは
{D, W}の解釈分布表において Dが真かつWが偽である確率
が 0.0298となることを意味する．

{D, W}の解釈分布表において Dが真かつWが偽である確
率が αであった場合，表 1と表 2の整合性から，{D, W}の
解釈分布表は表 3のようになる．今，α = 0.0298であるので，
結果として表 4の解釈分布表が得られる．表 4からは，命題
「飲酒の習慣があるならば，仕事をしている」が真である確率
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表 3: {D, W} の解釈分布表
（αはパラメータ）

D W 確率

1 1 0.7 − α

1 0 α

0 1 0.13 + α

0 0 0.17 − α

表 4: 推定した {D, W}の解
釈分布表

D W 確率

1 1 0.6702

1 0 0.0298

0 1 0.1598

0 0 0.1402

 D A W

1  F2

 D W

3導出 F  F3

表１ 表２ 表４

図 5: 節集合グラフと解釈分布表を組み合わせた不確実推論

が 0.9702であることの他，「飲酒の習慣があり，かつ仕事をし
ている」確率が 0.6702 であることや「飲酒の習慣はないが，
仕事をしている」確率が 0.1598であることなどが読み取れる．
以上の推論と，節と解釈分布表との対応関係を表したものを
図 5に示す．

このように，仮定 1の上では，2つの原子式からなる基礎節
における不確実推論が表現できる．

3.3 解釈分布表の決定に必要なパラメータ数
小節 3.2 では 2 つの原子式からなる基礎節のみにおいて不

確実推論を考えたが，ここでは一般に 3 つ以上の原子式から
なる基礎節において不確実推論を考える．小節 3.2の例では 1

箇所の確率を決めるだけで他の確率も決まったが，3つ以上の
原子式からなる基礎節における不確実推論では，解釈分布表の
決定に必要なパラメータ数が増える．本小節では，2つの解釈
分布表 T1，T2 から，解釈分布表 T3 を決定する手法を求める
ための準備として，その決定に必要なパラメータ数を与える．
すべての解釈に対し確率が決定されている解釈分布表を完

全な解釈分布表と呼ぶ．1つ以上の解釈について確率が決定さ
れていない解釈分布表を不完全な解釈分布表と呼ぶ．ある基礎
原子式が，ある 2 つの解釈分布表の両方に現れるとき，これ
ら 2つの解釈分布表はこの基礎原子式を共有するという．以下
では一般に，k個の基礎原子式を共有する 2つの完全な解釈分
布表 T1，T2 から，T1 と T2 に現れるすべての基礎原子式から
T1，T2 が共有する基礎原子式のうち 1つを除いた基礎原子式
の集合についての解釈分布表 T3 を決定することを考える．た
だし，k ≥ 1とし，T1 に現れる基礎原子式をm個（m ≥ k），
T2 に現れる基礎原子式を n個（n ≥ k）とする．このとき T3

に現れる基礎原子式の個数はm + n − k − 1個となる．また，
以下の仮定をおく．

仮定 1′ T1 と T2 が共有する基礎原子式の解釈の分布は，T1，
T2 で等しい．

解釈分布表 T3を決定するのに必要なパラメータ数を求める．
そのためにまず，T1と T2に現れるすべての基礎原子式につい
ての解釈分布表 T ′

3 を決定するのに必要なパラメータ数を求め
る．T ′

3 に現れる基礎原子式の個数はm + n− k個なので，事
前にまったく情報が与えられていない場合，T ′

3 を決定するの

に必要なパラメータ数は 2m+n−k 個である．これは，T1，T2

によって決まるパラメータの個数だけ多い．確率の合計が 1で
ある条件は事前に分かっているので 1 つのパラメータは決ま
る．これ以外に T1 によって決まるパラメータの個数は 2m − 1

個，T2 によって決まるパラメータの個数は 2n − 1個である．
しかし，共有している k 個の基礎原子式に関するパラメータ
2k − 1個が重複している．以上より，T ′

3 を決定するのに必要
なパラメータ数は

2m+n−k − {1 + (2m − 1) + (2n − 1) − (2k − 1)}

=2m+n−k − 2m − 2n + 2k (1)

である．
T3 は，T ′

3 から 1つの基礎原子式についての情報を落とした
ものなので，T3 を決定するのに必要なパラメータ数は式 (1)

を 2で割った 2m+n−k−1 − 2m−1 − 2n−1 + 2k−1 個である．

3.4 3つ以上の原子式からなる基礎節における不確実
推論

2つの解釈分布表 T1，T2 から解釈分布表 T3 を決定する手
法を与えれば，提案モデルにおける推論が解釈分布表の操作で
実現される．これにより，元の論理式からの推論によって新た
な論理式が得られるだけでなく，得られた新しい論理式につい
てどの解釈が最も尤もらしいかといった考察も可能となる．

T3 のすべてのパラメータを決定することは容易ではないが，
小節 3.2で用いた推定の手法により，T3に対応する節 C3が真
となる確率は推定することができる．したがって，節 C1，C2

から導出により得られる節 C3 の尤もらしさは，C1，C2 に含
まれる原子式の個数に関わらず，C1，C2 それぞれに対応する
解釈分布表 T1，T2 が与えられば推定することができる．

4. まとめ
本稿では，節論理における推論を明示するグラフィカルモデ

ルとして，節集合グラフと解釈分布表の組み合わせを提案し
た．また，このグラフィカルモデルを用いた不確実推論の例を
あげ，節論理における不確実推論が実現できることを示した．
今後の課題として，2つの解釈分布表から尤もらしい新たな解
釈分布表を決定する手法の考案，グラフィカルモデルと論理的
帰結との関係の明示，不確実推論の実装などが考えられる．
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