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分散制約最適化問題に基づく提携構造形成問題
Coalition Structure Generation based on Distributed Constraint Optimization
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Forming effective coalitions is a major research challenge in AI and multi-agent systems. Coalition Structure
Generation (CSG) involves partitioning a set of agents into coalitions so that social surplus is maximized. A
partition is called a coalition structure (CS). In this paper, we propose a novel formalization of CSG, i.e., we
assume that the value of a characteristic function is given by an optimal solution of a distributed constraint
optimization problem (DCOP) among the agents of a coalition. Also, we develop an algorithm with parameter k
that can find a CS whose social surplus is at least max(k/(w∗ + 1), k/⌊n/2⌋) of the optimal CS, where w∗ is the
tree width of a constraint graph. These results illustrate that the locality of interactions among agents, which is
explicitly modeled in the DCOP formalization, is quite useful in developing an efficient CSG algorithm with quality
guarantees.

1. はじめに

利己的なエージェント間で協調関係を結ぶことが可能な協力
ゲーム [岡田 96]において，各エージェントは自らの利得を増や
すために他のエージェントと提携を組むことができる．提携構造
形成問題 (CSG, Coalition Structure Generation) とは，ある
エージェントの集合を社会的余剰 (すべての提携の得る利得の合
計) が最大化されるようにいくつかの提携に分割する問題であ
る．この問題は，AIやマルチエージェントの分野において近年注
目を集めている．提携構造形成問題の研究は，分散経路決定問題
(distributed vehicle routing)やマルチセンサネットワークなど
の分野に応用できる．また，提携構造形成問題は完全集合分割問
題と等価であり，これまでに解を得るための様々なアルゴリズム
が提案されている [Sandholm 99, Rahwan 08a, Rahwan 08b]．
従来の提携構造形成問題の研究では，提携の得る利得は特

性関数と呼ばれるブラックボックス関数 (オラクル) により与
えられることを仮定していた．ここで，提携の得る利得が現実
にはどのように与えられるのかを考える．提携の利得は，提携
に属するエージェントが協力して行動したときに達成される最
適な利得であり，これは，提携に属するエージェント間のなん
らかの最適化問題の解で与えると考えることができる (このよ
うなアイデアは文献 [Sandholm 99]でも指摘されている). 本
論文では，提携の利得は提携に属するエージェント間の分散制
約最適化問題 (DCOP, Distributed Constraint Optimization

Problem) [Modi 03]の最適解で与えられると仮定する．すな
わち，特性関数を分散制約最適化問題を用いて表現するアプ
ローチを提案する∗4．
分散制約最適化問題は人工知能やマルチエージェントの様々

な問題を表現する代表的な枠組みであり，ADOPT [Modi 03]，
DPOP [Petcu 05]等の様々なアルゴリズムが提案されている．
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0395 福岡県福岡市西区元岡 744 番地，(092)802-3576，
ueda@agent.is.kyushu-u.ac.jp

∗4 紙幅の都合上，各定理の証明は省略する．詳細について
は [Ueda 10] を参照されたい．

この問題では，エージェントは行動の選択肢を持ち，エージェ
ントの行動の組合せに対して利得やコストが定義されている．
それらを制約と呼び，その利得やコストの総和を最大化もしく
は最小化するエージェントの行動の組合せを探索する．分散制
約最適化問題はきわめて一般的な手法であり，マルチエージェ
ントシステムにおける様々な問題を表現できる．
既存の提携構造形成問題を解くアルゴリズムでは，すべての

提携に関してその利得が既知であることを仮定している．提案
手法では，分散制約最適化問題の最適解を提携の利得とするた
め，既存のアルゴリズムを用いる場合，あらかじめ提携の利得
を計算しておかなければならない．しかし，分散制約最適化問
題は NP困難な問題であるため，エージェント数を nとする
と，NP 困難な問題を O(2n) 回も解かなければならず，計算
量が膨大となる．しかしながら，本論文では，全体提携 (エー
ジェント全員からなる提携) の利得を求める場合と同程度の計
算量で，比較的良い提携構造を求めることができる近似アルゴ
リズムを提案する．提案アルゴリズムは解の精度を理論的に保
証できる．k をアルゴリズムのパラメータ，w∗ を制約グラフ
の樹状幅とすると，最悪時での得られた解の利得と最適解の比
率はmax(k/(w∗ +1), k/⌊n/2⌋)で与えられる．さらに，計算
機実験により，提案アルゴリズムの平均的な解の精度は，最悪
時の理論的に保証される値よりもはるかに良いことを示す．

2. 分散制約最適化問題による特性関数の表
記法

2.1 モデル
エージェントの集合を T = {1, 2, . . . , n}と表す．特性関数

v : 2T → R は，エージェントの提携 S に対し，S に属する
エージェントが協力して行動する際に得る利得 v(S)を与える．
本論文では，提携 S の利得 v(S) は提携 S に属するエージェ
ント間での分散制約最適化問題の最適解により与えられると仮
定する．
ここでの分散制約最適化問題は以下のように定式化される．
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エージェント iはエージェントの選んだ選択肢 (行動) を表す
変数 xi を持つ．エージェント iは有限で離散的な領域 Di か
ら変数 xi の値を選択する．これらの変数の値に対して，次の
ような制約が存在する．変数 xi の値 di ∈ Di に対して単項制
約 ri : Di → Rが存在し，エージェント iが行動 di を選択し
たときの利得 ri(di) を与える．ただし，ri(di) ≥ 0 となる値
di ∈ Di が少なくとも一つは存在すると仮定する．また，変数
xi, xj の間に二項制約 ri,j : Di ×Dj → Rが存在する．この
制約は，エージェント i, j が同じ提携に属し，それぞれのエー
ジェントが di と dj を選択したときの利得 ri,j(di, dj)を与え
る．本論文では，簡単化のため変数の値に対する制約は単項制
約および二項制約に限定するが，本論文で示す結果は k(≥ 3)

項制約が存在するときも成り立つ．すべての変数への値の割り
当てを A ∈ Πi∈SDi とすると，提携 S の利得 v(S)は次の式
で与えられる：

max
A

{
∑
i∈S

ri(di) +
∑
i,j∈S

ri,j(di, dj)}.

提携構造形成問題では，エージェントの全体集合をいくつ
かの提携に分割する．これを CS = {S1, S2, . . . }とするとき，
提携構造 CS は以下を満たす：

∀i, j(i ̸= j), Si ∩ Sj = ϕ,
∪

Si∈CS

Si = T.

つまり，提携構造 CS において，それぞれのエージェントはた
だ一つの提携に属し，複数の提携に属することはない．
例えば，3 人のエージェント a, b, c によるゲームにおい

て，{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, {a, c}, {a, b, c} の 7 つの
提携が存在し，{{a}, {b}, {c}}, {{a, b}, {c}}, {{a}, {b, c}},
{{b}, {a, c}}, {{a, b, c}} の 5つの提携構造が存在する．
提携構造 CS の利得 V (CS)は，CS に含まれる提携の利得

の和，すなわち V (CS) =
∑

Si∈CS v(Si)で表される．これを
単項制約および二項制約を用いて表すと次のようになる：

V (CS) = max
A

{
∑

i∈S∈CS

ri(di) +
∑

i,j∈S∈CS

ri,j(di, dj)}.

提携構造の中で利得が最大になる提携構造を CS∗ と表し，
次の式を満たす：

∀CS, V (CS∗) ≥ V (CS).

また，CS∗ は単項制約および二項制約を用いて次のように表
される：

CS∗ = argmax
CS

max
A

{
∑

i∈S∈CS

ri(di) +
∑

i,j∈S∈CS

ri,j(di, dj)}.

通常の分散制約最適化問題では，全体提携 T の利得 v(T )を
最大にする変数の値の割り当てを探索する．そのため，得られ
る利得が最大となるような提携構造 CS∗ と，このときの変数
の値の割り当てを探索する．また，提携の利得はどのエージェ
ントが属しているかのみで決まり，他にどのような提携が形成
されているかには影響されない．これは，提携形ゲームでよく
用いられる，外部性が存在しないという仮定に対応している．
特性関数には，優加法性や単調性といった性質が存在する．

特性関数が優加法的であるとは，Si ∩ Sj = ∅を満たす任意の
提携の組 Si, Sj について，v(Si) + v(Sj) ≤ v(Si ∪ Sj)が成立
することを意味する．また，単調性とは，S ⊃ S′ を満たす提

図 1: 例 1における単項・二項制約

携 S, S′ について，v(S) ≥ v(S′) が成立する性質のことをい
う．特性関数が優加法性や単調性を満たす場合，提携構造形成
問題の解は自明であり全体提携が最適な提携構造となる．その
ため本論文では，特性関数をこのような性質を満たすものに限
定しない．また，提案手法は任意の特性関数を表現可能である
ため，優加法性や単調性を満たさない特性関数も表現できる．
ここで，分散制約最適化問題に基づく提携構造形成問題の

例を示す．

例 1 3人のエージェント a, b, cが存在し，それぞれのエージェ
ントは 2つの行動の選択肢をもつとする．すなわち，3つの変
数 xa, xb, xc が存在し，それぞれの変数の領域は {0, 1}である
とする．単項・二項制約を以下のように与える．ここに示して
いない単項・二項制約が与える利得は 0とする（図 1）：

ra(1) = 5, rb(1) = 3,

rc(0) = 4, rc(1) = 2,

ra,b(1, 0) = 4, ra,b(1, 1) = −2,

ra,c(1, 0) = −3, ra,c(1, 1) = 1.

提携 {a, b, c} の利得 v({a, b, c}) は 3 人のエージェント間
の分散制約最適化問題の最適解で与えられる．このとき，最
適な変数の割り当ては，xa = 1, xb = 0, xc = 1 となり，提
携 {a, b, c} の利得は，v({a, b, c}) = ra(1) + rb(0) + rc(1) +

ra,b(1, 0) + rb,c(0, 1) + ra,c(1, 1) = 12 となる．また，提携
{a, b}の利得 v({a, b})はエージェント a，b間の分散制約最適
化問題の最適解で与えられる．このとき，最適な変数の割り当て
は，xa = 1, xb = 0となり，提携 {a, b}の利得は，v({a, b}) =
ra(1) + rb(0) + ra,b(1, 0) = 9となる．この場合，エージェン
ト cが単独で行動するとき，xc = 0とすることで 4の利得を
得ることができる．したがって，提携構造 {{a, b}, {c}} の利
得は 13となる．この場合は全体提携が最適な提携構造とはな
らず，最適な提携構造は {{a, b}, {c}}である．

2.2 提案手法の表記量および計算量
ブラックボックス関数を用いて特性関数を表記するために

は，2n 個存在するすべての提携の利得を表記しなければなら
ず，O(2n) の表記量が必要となる．一方で，分散制約最適化
問題を用いて表記する場合は，その制約の数が表記量となる．
制約の数が少ないとき，つまり単項・二項制約のみが存在する
場合，制約の数は O(n2)個となるため，表記量は O(n2)とな
る．したがって，エージェント数に関する多項式のサイズで特
性関数を簡略に表現できる．
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また，従来から特性関数を簡略に表記する手法は様々
なものが提案されており，Marginal contribution net-

works (MC-nets) [Ieong 05] や Synergy coalition group

(SCG) [Conitzer 06] といった手法が存在する．これらの手
法では，ルールの集合を用いて特性関数を簡略に表記し，ルー
ルの個数が特性関数の表記量となる．

MC-netsや SCGで簡略に表記できる特性関数は，提案手法
でも同様に簡略に表記できる．その一方で，MC-netsや SCG

で簡略に表記できないが，提案手法で簡略に表記できる特性関
数が存在する．すなわち，以下の 2つの定理が成り立つ．

定理 1 任意のMC-netsまたは SCGで簡略表記された特性関
数は，分散制約最適化問題を用いて簡略に表記できる．すなわ
ち，表記法を変換するときに必要な制約の数は，O(n)でしか
増加しない．

定理 2 MC-netsまたは SCGでは簡略に表記できないが，分
散制約最適化問題を用いて簡略に表記できる特性関数が存在
する．

特性関数の簡略表記法における研究において，コアやシャプ
レイ値といった解概念の存在性の証明や値の計算に要する計算
量は重要な分析対象である．分散制約最適化問題による表記法
は，この観点からは良い表記法であるとは言えない．実際に，
次の定理が示すように，ある配分 (提携に属するエージェント
についての利得の分配) が実行可能 (配分の合計が提携の利得
と等しいかより小さい) か判定する問題といった簡単な問題で
も，分散制約最適化問題を解く必要があるため，NP完全な問
題である．

定理 3 特性関数を分散制約最適化問題を用いて表記するとき，
ある配分が実行可能か判定する問題は，NP完全である．

また，提案手法での提携構造形成問題は NP 困難な問題と
なる．すなわち，以下の定理が成り立つ．

定理 4 分散制約最適化問題に基づく提携構造形成問題の決定
問題，すなわち，あるしきい値に等しい利得 V (CS) を得る
提携構造 CS が存在するかどうか判定する問題は NP完全で
ある．

3. 近似アルゴリズム

3.1 基本的なアイデアとアルゴリズムの詳細
提案アルゴリズムの基本となるアイデアは，複数エージェン

ト提携 (複数エージェントで形成される提携) の数が制限され
た提携構造を探索することである．提案アルゴリズムは，高々
k個の複数エージェント提携と残りのエージェントの単独提携
(1人のエージェントのみで形成する提携) で形成される提携構
造のみを探索する．この前提に対して，以下のように特性関数
として与えられた分散制約最適化問題に変更を加え，新たな問
題を作成する． 高々k 個の複数エージェント提携を含む提携
構造を探索するために，各エージェントの値の領域に新たな値
を加え，加えた値に関する制約を追加する．新しく加える値は
エージェントの行動と属する提携の両方を表す値であり，最適
解での変数の値から提携構造を作成する．
まず，各エージェントの持つ変数の値の領域に，新たな値

“independent” を追加する．この値はそのエージェントが独
立して行動することを表す値である．つまり，この値を選んだ

エージェントは単独提携を形成する．一方，この値以外を選ん
だエージェントは，それらで提携を形成する．“independent”

に対する制約を以下のように設定する．“independent” に対
する単項制約の利得は，他の値に対する単項制約の値の最大
値とする．また，少なくとも片方の値が “independent”であ
る二項制約の値は 0 とする．次に，各エージェントの持つ変
数の値の領域に，自身の領域のコピーを追加する．エージェ
ント iは，“independent”に加えて，その変数の領域 Di の k

倍のコピーを持つ．例えば，Di = {d1, d2}であり，k = 2の
場合を考える．このとき，エージェント iは新しい領域 D′

i =

{d1,1, d2,1, d1,2, d2,2, independent} を持つ．それぞれの値は，
エージェントの選んだ選択肢 (行動) と，属する提携を同時に
表す．これらの値に対する制約を以下のように設定する．コ
ピーされた値に対する単項制約の値は，元の値に対するものと
等しい値とする．上記の例では，ri(d1,1) = ri(d1,2) = ri(d1)

であり，ri(d2,1) = ri(d2,2) = ri(d2)である．同じ提携に属し
ていることを表す値どうしの二項制約は，元の値のものと等し
い値とし，そうでなければ 0とする．
このようにして作成した分散制約最適化問題は，ADOPT

や DPOPといった様々な既存のアルゴリズムを用いて解くこ
とができる．(また，集中型のアルゴリズム [Dechter 03]を用
いて解くこともできる) ．提案アルゴリズムは，この分散制約
最適化問題の最適解を基に提携構造を作成する．具体的には，
“independent” を選択しているエージェントは単独提携を形
成し，j 番目のコピーされた値を選択しているエージェントが
j 番目の複数エージェント提携に属している提携構造がこのア
ルゴリズムの解である．
元の分散制約最適化問題の変数の領域の大きさを d とする

と，新しい分散制約最適化問題の探索空間は (kd + 1)n であ
る．k = 1のときは (d + 1)n であり，元の分散制約最適化問
題を解くのと同程度の計算量で解を得ることができる．

3.2 最悪時の解の精度
提案アルゴリズムの最悪時の解の精度は，提携構造に含ま

れる複数エージェント提携の数に基づいて与えられる．

定理 5 近似アルゴリズムの最悪時の解の精度は k/lである．す
なわち，得られた提携構造 CSap

k の利得 V (CSap
k )と，最適な

提携構造の利得 V (CS∗)に対して，V (CSap
k )/V (CS∗) ≥ k/l

が成り立つ．ただし，l は CS∗ に含まれる複数エージェント
提携の数である．

提携構造に含まれる複数エージェント提携の数は高々⌊n/2⌋
であるため，直ちに以下の定理を得る．

定理 6 近似アルゴリズムの最悪時の解の精度は k/⌊n/2⌋であ
る．すなわち，得られた提携構造CSap

k の利得 V (CSap
k )と，最

適な提携構造の利得 V (CS∗)に対して，V (CSap
k )/V (CS∗) ≥

k/⌊n/2⌋が成り立つ．

制約グラフの樹状幅を w∗ とすると，近似アルゴリズムの最
悪時の解の精度について，⌊n/2⌋の代わりに w∗ + 1を用いる
ことができる．樹状幅は，制約充足問題や制約最適化問題を含
む，グラフに基づく最適化アルゴリズムの複雑性を表現する値
として知られている [Dechter 03]．
樹上幅は，グラフがどの程度木に近いかという性質を表す

値である [Diestel 05] ∗5．グラフが木である場合，樹状幅は 1

∗5 樹上幅の定義は複雑であるため，紙幅の都合上省略する．詳細は
グラフ理論の教科書 ([Diestel 05] 等) を参照されたい．
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である．また，分散制約最適化問題を解くアルゴリズムでよ
く用いられるグラフ構造に，擬似木 (pseudo-tree) が存在す
る [Modi 03, Petcu 05]．擬似木にも，どの程度木に近いかと
いう性質を表す値として induced width が存在する．樹状幅
は，擬似木の induced width と密接に関連しており，樹状幅
が w∗ であれば，グラフ G の任意の擬似木の induced width

は少なくとも w∗ となる [Dechter 03]．
エージェントの集合をノード，二項制約をエッジとみなした

制約グラフを考える．このとき，次の定理が成り立つ．

定理 7 制約グラフの樹状幅がw∗であるとき，高々w∗+1個の
複数エージェント提携を含む最適な提携構造 CS∗が存在する．

定理 5および定理 7から，直ちに以下の定理を得る．

定理 8 制約グラフの樹状幅が w∗ であるとき，提案アルゴリ
ズムの最悪時の解の精度は k/(w∗ + 1)である．すなわち，得
られた提携構造 CSap

k の利得 V (CSap
k )と最適な提携構造の利

得 V (CS∗)に対して，V (CSap
k )/V (CS∗) ≥ k/(w∗ + 1)が成

り立つ．

制約グラフの樹上幅は，エージェント間の関係の局所性を表
している．例えば，樹上幅が小さいときにはエージェント間の
関係が局所的であり，意味のある複数エージェント提携の数が
制限される．そのため，探索空間を削減しても比較的良い提携
構造を求めることができる．w∗ を計算する問題は NP困難で
あるが，w∗ の上限は簡単に得ることができ，それを用いて解
の精度を保証できる．
さらに，w∗ は分散制約最適化問題を解くアルゴリズムの計

算量を特徴付ける値であり，次の定理が成り立つ．

定理 9 制約グラフの樹状幅が w∗であるとき，計算量がO(n ·
((w∗ +1)d+1)w

∗
)である，最適解を得るための集中型の（分

散でない）アルゴリズムを作成できる．

また，DPOPといった樹状幅を利用したアルゴリズムを用
いて，計算量を削減した分散アルゴリズムを作成できる．

4. 実験

この章では，提案したアルゴリズムの実際の解の性能を実
験により評価する．以下の設定で実験を行った．エージェン
ト数 nを 10, 20, . . . , 50に設定し，変数の値の領域の大きさ d

を 2 とした．また，制約グラフの構造を木に限定した，つま
り w∗ = 1に限定した．このときの理論的な最悪時の解の精度
は，1/(w∗ + 1) = 0.5 である．この場合は，最適解を多項式
時間で得られ，エージェント数の大きな問題でも最適解を得る
ことができる．単項制約および二項制約の値は [-10,10] の範
囲からランダムに設定した．
この条件で，エージェント数ごとに 100個の問題を作成し，

最適解と k = 1の近似アルゴリズムの解とを比較したところ，
近似率の平均は約 98%から 96%に単調に減少していることを
観察した．これらの値は論理的な保証値である 50%に比べる
と大幅に良い値となっている．

5. おわりに

本論文では，特性関数の値が分散制約最適化問題の最適解で
与えられる，新しい提携構造形成問題の表現方法を提案した．
既存の特性関数の簡略表記手法であるMC-netsや SCGと比

較し，分散制約最適化問題による表記はこれらの簡略表記法よ
りも特性関数を簡略に表記できることを示した．さらに，全体
提携と同程度の計算量で，最悪時の解の精度を理論的に保証で
きる近似アルゴリズムを提案した．このアルゴリズムの解の利
得と最適解の比率の最悪値は，max(k/(w∗ + 1), k/⌊n/2⌋)で
与えられる．さらに，実験により，実際の近似率は理論的な最
悪時の精度に比べて大幅に良くなることを確かめた．これらの
結果は，分散制約最適化問題による特性関数の表現がエージェ
ント間の関係の局所性を利用して効率的なアルゴリズムを実現
できる，優れた定式化手法であることを示している．
今後の研究課題として，問題の構造を利用したより効率的

なアルゴリズムを提案することや，外部性が存在する場合を扱
えるように提案手法を拡張すること，実際の問題への応用例を
提案すること等が挙げられる．
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