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ＰＳＤ推定の適用範囲拡大と精度向上手法の検討
- Application of an extended PSD estimation method having wide applicability -
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This paper applies PSD estimation method named ”MAXPEC” to estimate potential friendships among users
in community network. Its performance has been compared with the estimation by SVM. The characteristic of
MAXPEC has been clarified through its application to real world data and the comparison with SVM.

1. はじめに

近年の社会におけるインタネットの爆発的な普及ともに,ネッ
トワークを介したコミュニケーションに基づくコミュニティ（コ
ミュニティ・ネットワーク）が急速に増加している．これらの
中には，メーリングリスト，ネットニュース，チャットなど様々
なコミュニケーション形態に基づくものがあり，これらのコ
ミュニティ・ネットワークの活動を記録したデータは，内容が
様々でかつ大規模であるが，多くの場合，参加者間のコミュニ
ケーションパスやリンク，知人，友人関係などの構造に関する
情報を含んでいる．
コミュニティ・ネットワークの構造は，そのコミュニティに

参加する人々の関係を反映しており，逆にコミュニティ・ネッ
トワークの構造を把握し，かつそれを適切に誘導，刺激する
ことができれば，そのコミュニティ活動の活性化や発展を促す
ことができると期待される．例えば，オンライン・ショッピン
グのコミュニティ・ネットワークの記録データを解析して，各
参加者のショッピング傾向と参加者間の友人関係を把握した上
で，現状は友人関係ではないが，潜在的に友人となる可能性の
高い参加者同士の紹介を，適切に支援することを考える．これ
によって，オンライン・ショッピングサイトで，人間関係や興
味を共有する参加者間での製品に関するコミュニケーションが
促進されば，購買活動が盛んになると期待される．また，同時
に当該オンライン・ショッピングサイトのコミュニティ・サイ
トとしての発展も一層期待できる．しかし，このようなことが
できるためには，先に述べたように今後友人となる可能性の高
い参加者ペアを推定することが求められる．
一方，コミュニティ・ネットワークにおける参加者間の友人

関係は，全参加者を頂点集合 V と考え，全参加者の友人関係
を辺集合 E と考えることによって, グラフ G(V, E)で表現で
きる．従って，上述した参加者間の現状の友人関係から，今後
潜在的に友人となる可能性の高い参加者ペアを推定する問題
は，グラフG(V,E)において，現状の辺集合で表わされる頂点
間の関係から，今後，新たに辺が付与される可能性の高い頂点
ペアを推定する問題に置き換えることができる．このようなグ
ラフ上で存在する可能性の高い辺を推定する問題を，「リンク
予測」という．[Getoor 05]によると，リンク予測の方法には
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大別して 2 種類ある．一方はリンク予測にネットワークの構
造的性質を用いる方法であり，他方はリンク予測に属性情報を
用いる方法である．
以上のリンク予測研究と並行して，我々は半正定性（PSD;

Positive Semi-Definiteness）を満たす行列について，その数
学的許容性に基づいて行列の既存要素値から他の要素値を推定
する手法（PSD推定手法）の研究に取り組んで来た [Kido 08]．
グラフは行列で表現することができる．グラフを表す行列には，
隣接行列や Signless Laplacian 行列 (SL行列)などがある．グ
ラフの SL 行列は半正定行列（PSD 行列）[Cvetkovic 07] で
あるので，PSD推定手法を適用して, グラフの SL行列の既存
要素値から他の要素値を推定すること，すなわち，グラフの既
存の辺接続構造から他に存在する可能性の高い辺を推定するこ
とができる．それによって，参加者間に存在する可能性の高い
友人関係も推定できる．この方法は，上述した区別によれば，
ネットワークの構造的性質を用いるものと考えられる．
この論文では，我々がこれまで開発した PSD 推定手

法の 1 つである MAXimal Psd Estimation based on

clique enumeration and incomplete Cholesky decomposition

(MAXPEC)[Nguyen 08]を適用して, SL行列を推定すること
によって，コミュニティ・ネットワークの参加者間に存在する
可能性の高い友人関係を推定することを試みる．さらに，既
存の代表的な機械学習方法である Support Vector Machine

（SVM）[Burges 98]を適用した方法と，その性能を比較する．

2. 解析対象データ

2.1 対象とするコミュニティ・ネットワーク
本研究では，オンライン・ショッピングサイトの

www.epinions.com のデータに MAXPEC と SVM を適
用して，参加者の潜在的友人関係を推定比較する．www．
epinions.com サイトでは，自動車，本，音楽，パソコン，電
子製品など様々な商品が販売されている．このオンライン・
ショッピングサイトは会員制を採用しており，会員である参
加者同士が商品を紹介し合うコミュニティ・サイトとなって
いる．本研究の潜在的友人関係推定では，このコミュニティ・
サイトにおいて，どの会員参加者が他のどの会員参加者の友
人（知り合い）であるかを表すデータを用いる．

2.2 対象データ
対象とするデータは，このコミュニティ・ネットワークに

おける参加者間の友人関係を表現する 1 枚の大規模なグラ
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フ G(V, E) である．グラフデータ G(V, E) の頂点集合 V =

{v1, v2, . . . , vN}の各要素はコミュニティ・ネットワークにおけ
る各参加者であり，辺集合 E の各要素は参加者同士の個別の
友人関係を表している．即ち，参加者 vi と vj が友人関係にあ
れば，それを表す辺 (vi, vj)が Eに含まれる．EはE ⊆ V ×V

を満たす．参加者 vi から見て参加者 vj が友人であれば，参
加者 vj から見ても参加者 vi は友人である．従って，グラフ
Gは無向グラフである．このデータは www.epinions.comの
参加者 16230人の友人関係を記録しており，その間に 165592

の友人関係が存在する．即ち，グラフデータ G(V，E) には，
16230 の頂点があり，165592 の辺がある．1 つの頂点は平均
で他の 10頂点と結ばれ，言い換えれば，各頂点の平均次数は
10である．
今回は，MAXPECと SVMを適用して，コミュニティ・ネッ

トワークににおける各参加者間の潜在的友人関係を推定する．
MAXPEC や SVM の実装では，計算時間制約により最大で
も 120 × 120 程度まで PSD 行列推定しか推定できない．ま
た，MAXPECは推定対象とする PSD行列中で推定に使用す
る要素の割合が高ければ，推定精度は高くなる．すなわち，グ
ラフの頂点数に対して相対的に辺数が多い dense なグラフを
推定対象とする方が，推定精度が向上する．今回は，対象と
するコミュニティ・ネットワークの中でも，ような性質を有す
る部分のみを切りだして，潜在的友人関係を推定することと
する．そのため，グラフ Gの全頂点をその次数が高い順番で
ソートして，上位 90頂点を選んで，G(V, E)から部分グラフ
G’(V’，E’)を切り出した．ここで，グラフ G’(V’,E’)の頂点
集合 V ′ = {v1, v2, . . . , v90} ⊂ V , 辺集合 E′ ⊆ V ′ × V ′ で
ある．この部分グラフ G′(V ′，E′)には，90頂点および 1678

個の辺が含まれ，その平均次数は 18であった．すなわち，対
象コミュニティ・ネットワークにおいて選択した部分コミュニ
ティ・ネットワークは，最も多くの友人を持つ 90人の参加者
間の友人関係を表し，一人の参加者は平均で 18人の友人を持
つ．実験ではMAXPECと SVMをこの部分グラフG’(V’,E’)

に適用し，潜在的友人関係の推定を行う．

3. 解析手法

3.1 MAXPECの概要
MAXPEC は対象とする PSD 行列 X の一部の要素集合

Xs ⊂ X とその PSD 行列 X の数学的な性質に基づいて，そ
れ以外の X̄s = X −Xs の要素値とその存在許容区間を推定す
る手法である．MAXPECを適用する際には，対象 PSD行列
Xの中で推定に使用する各要素 xij ∈ Xs に対応する要素 rij

を 1とし，それ以外の推定対象要素 xij ∈ X̄s に対応する要素
rij を 0 として得られる隣接行列 R が表すグラフが，Joined

Complete Split Graph with Multiple Independent Vertices

(Joined CSGMIV)になるように，推定に使用する要素を選択
しなければならない [Nguyen 08]．Joined CSGMIVとは，図
1 に示す Compete Split Graph with Multiple Independent

Vertices (CSGMIV) に分解することが可能なグラフである．
個々の CSGMIVはクリークと独立頂点集合から成り，クリー
クの頂点と独立集合の全ての頂点が接続されたグラフである．
Joined CSGMIV は複数の CSGMIV が組み合わされたグラ
フである．MAXPEC のアルゴリズムは主に 2 つのステップ
から成る．ステップ 1 は，New Algorithms for Enumerat-

ing All Maximal Cliques (MACE) [Makino 08] を，上述の
Joined CSGMIV を表す隣接行列 R に適用し，各 CSGMIV

を表す各主小行列 Ri
s (i = 1, ..., I) に分解する．各 Ri

s 中で

図 1: CSGMIV

1 である要素 rij に対応する X 中の要素 xij は推定に用いる
要素集合 Xs に属し，0 である要素 rij に対応する X 中の要
素 xij は推定対象要素の集合 X̄s に属する．ステップ 2は分解
された各主小行列 Ri

s に対応する元の対象 PSD 行列部分 Xi
s

に Large PSD Matrix Estimation from Partical Elements

(PERCH)[Kuwajima 07] を適用して，各々の主小行列Xi
s 内

の推定対象要素集合 X̄s に属する各要素値とその存在許容区間
を推定する．そして，すべての主小行列からこのようにして推
定された X̄s 中の各々の推定対象要素 xij の存在許容区間の重
なり区間を，その推定区間とし，その中央値を推定値とする．
推定対象とする PSD行列XのサイズをNとすれば，ステップ
1の計算量はＯ (N2.376)である．ステップ 2の 1回のPERCH

の計算量は Ｏ (k2n)，そしてその結果を用いる要素推定の計
算量はＯ (kn2)であり，これらの合計はＯ (k2n + kn2)であ
る．ここで，nはステップ 1で分解された各主小行列 Ri

s が表
す CSGMIVの平均頂点数であり，kはそれらの CSGMIVの
クリークが含む平均頂点数である．ステップ 2ではステップ 1

で分解された全主小行列Ri
s (i = 1, ..., I)に PERCHを適用す

るため，ステップ 2の計算量はＯ (I(k2n+kn2))となる．従っ
て，MAXPEC全体の計算量はＯ (N2.376 + I(k2n+kn2))で
ある．一般に Iは対象 PSD行列のサイズ Nに対して指数的に
増加するため，MAXPECで取扱可能な対象 PSD行列のサイ
ズには限界がある．

3.2 潜在的友人関係の推定
MAXPECをグラフ G’(V’,E’)に適用し，上記の 90人のコ

ミュニティ・ネットワークの参加者間の潜在的友人関係を推定
する．はじめにグラフG’(V’,E’)のデータを，前節で説明した
MAXPECが適用可能な PSD行列 Xに変換する必要がある．
ここでは，Xをグラフ G’(V’,E’)を表す PSD行列の一種であ
る正規化 Signless Laplacian行列とする．グラフG’(V’,E’)を
表す Signless Laplacian 行列 SL は，その定義より，A と D

をそれぞれのグラフ G’(V’,E’) の隣接行列と次数行列とすれ
ば，SL = A + D と表される．Aの各要素は

aij =

{
1 (vi, vj) ∈ E′; vi, vj ∈ V ′

0 (vi, vj) /∈ E′; vi, vj ∈ V ′　　　　　　

であり，Dの各要素は

dij =

{
0 i ̸= j∑90

k=1
aik i = j　　　　　　

である．次にSLの各対角成分を 1に正規化し，それをXとする．
SLの要素を slij とすれば，Xの要素 xij は xij =

slij√
slii

√
sljj

で計算される．
本研究では，上記 G’(V’,E’)の実データを表す Xから，90

人間の友人関係の一部をXs として取り出して，それから残り
の友人関係 X̄s を MAXPECで推定することによって，その
90人の間の潜在的友人関係を推定する．実データから取り出
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した一部の友人関係 Xs の構造に基づいて，残りの友人関係
X̄s の構造を推定すれば，推定された参加者間の関係 X̄s は，
推定に用いた元の参加者間の関係 Xs の性質を反映したもの
となる．従って，実データ Xにおいて実際には友人ではない
参加者同士に X̄s の推定結果では友人関係が推定されれば，コ
ミュニティ・ネットワークの他部分の友人関係構造Xs から見
れば，友人であるべき参加者同士がまだ友人ではないことにな
り，それを潜在的友人関係と見なすことができる．
前節で述べたように，MAXPECを推定に用いるためには，推

定に用いる要素集合Xsの各要素xijに対応する要素 rijが１で，
推定対象の要素集合 X̄sの各要素 xijに対応する要素 rijが 0で
ある隣接行列Rが，Joined CSGMIVを表していなければなら
ない．更に，証明は省略するが，Rが Joined CSGMIVを表す必
要十分条件は”∀rij = 0, ∃k ∈ {1, ..., N} s.t rik = rjk = 1”

である．そこで，この条件を基づいて， |Xs|
|X| = β (|Xs|と |X|

はそれぞれ Xs と X の要素数である）になるように Xs を乱
数で選ぶ．実データ Xのちょうど半分の Xs を推定に用いる
β=0.5 の場合，詳細は省略するが Xに対応する R に含まれ
る CSGMIV の数 I は最小になる．従って，前節の計算量評
価から明らかなようにMAXPECの計算時間は最も少なくな
る．一方，β が 1 に近くなる，すなわち，推定に使用する要
素数 |Xs|が大きくなると，Rを表す Joined CSGMIVはより
denseになり，Rが含む CSGMIVの数が多くなって，より多
くの主小行列 Ri

s から推定対象要素 xij の存在許容区間を得る
ことができる．これにより，これら存在許容区間の重なり区間
である推定対象要素 xij の存在許容区間は狭くなり，推定精度
は高くなる．以上のような推定精度と計算時間のバランスを考
え，本計算では β = 0.7を用いる．
以上のようにしてXから選択したXsからMAXPECで X̄s

を推定し，これによって得られた行列 X の推定行列を X’ と
する．ただし，X’の各要素 x′

ij の値は 0 ≤ x′
ij ≤ 1であるの

で，各要素が 0と 1のみで構成される隣接行列 Aとは異なり，
明確に各参加者間の友人関係を読み取ることはできない．従っ
て，X’をそれに対応する隣接行列 A’に変換する必要がある．
X’からA’を得るためには，次数行列D’の計算が必要である．
しかし，MAXPECで推定された X’は対角成分が正規化され
ており，それから，次数行列 D’は計算できない．そこで，近
似的に D’を推定することを考える．グラフ G’(V’,E’)におい
て，推定に用いるXs に対応する部分で参加者同士が友人関係
であるペアの割合を α とすれば，推定対象とする X̄s におい
ても関係 (vi, vj)が友人関係である確率は αと考えられる．こ
れに基づき，近似隣接行列 Âと近似次数行列 D̂を以下のよう
に計算する．Âの各要素を

âij =

{
aij xij ∈ Xs

α xij ∈ X̄s　　　　　　

とし，D̂ の各要素を

d̂ij =

{
0 i ̸= j∑90

k=1
a′

ik i = j　　　　　　

とする．この近似を，正規化 Signless Laplacian行列の定義に
基づく以下の関係式に代入し，X’から SLの推定行列 SL’を
得る．

sl′ij = xij(
√

ŝlii
√

ŝljj) = xij(
√

âii + d̂ii

√
âjj + d̂jj)

(i, j = 1, ..., N)

更に，推定対象である隣接行列 A’の近似を，以下により求め
る．

A′ = SL′ − D̂

ただし，この近似により得られた A’の各要素 a′
ij は，必ずし

も 0や 1にはならない．しかし，各 a′
ij は推定対象とする関係

(vi, vj)が友人である可能性を表すと見なすことができるので，
a′

ij が友人関係の平均割合α以上 (a′
ij ≥ α)であれば 1，すな

わち，(vi, vj)が友人関係であると推定し，一方，a′
ij が友人関

係の平均割合α未満 (a′
ij < α)であれば 0，すなわち，(vi, vj)

が友人関係ではないと推定する．隣接行列 A は 90 人間のコ
ミュニティ・ネットワークの現状の友人関係を表すので，上記
で推定された A’と Aを比較することによって，90人間のコ
ミュニティ・ネットワークの潜在的友人関係を推定できる．例
えば，aij = 0, a′

ij = 1の場合，(vi, vj)は現状友人関係ではな
いが，コミュニティ・ネットワークの友人関係の部分構造 Xs

から見れば，(vi, vj)は友人関係であるべきと判断される．す
なわち，この (vi, vj)は今後潜在的に友人になる可能性が高い
と判断される．このようにして，実際のコミュニティ・ネット
ワークの構造とMAXPECの推定構造の比較を通じて，90人
のコミュニティ・ネットワークの潜在的友人関係を推定できる．

4. SVMを用いた潜在的友人関係の推定

本章では，MAXPECによる推定との比較対象とする SVM

による推定方法を説明する．SVMは，現在知られている多く
の手法の中でも，最も分類性能が優れた学習モデルの 1 つで
あるといわれている [Burges 98]．SVM は，線形入力素子を
利用して 2 クラス分類器を構成する手法である．各訓練デー
タ点との距離が最大となる分離平面（超平面）を求めて，予測
データを分類する．
はじめに，グラフ G’(V’,E’)のデータを，SVMが適用可能

なデータに変換する必要がある．前節で述べたように，グラフ
G’(V’,E’)の隣接行列 Aは 90人間の友人関係を表す．そして，
Aの行ベクトル ai は参加者 vi の現状の全ての友人を表す．更
に，参加者 vi と vj が友人になる可能性は，参加者 vi と vj の
現状の全ての友人の情報と関係があると考えられる．例えば，
参加者 vi と vj は共通の友人が多ければ，友人になる可能性が
高いと考えられる．そこで，A の 2 つの行ベクトル ai と aj

(i < j)を縦につなげて，vi と vj の現状の全ての友人の情報
を持つ 180次元ベクトル pi,j = (ai, aj)を作成する．pi,j は vi

と vj の友人になる可能性を表すベクトルと考えられる．さら
に，vi と vj の友人関係を表す aij を pi,j のクラスとする．こ
れにより，グラフ G’(V’,E’)をベクトル集合 P = {(pi,j , aij)}
で表し，これを SVMに適用する．
ここでは，グラフ G’(V’,E’) の実データを表す隣接行列 A

から，MAXPECで推定に使用した要素集合 As ⊂ Aを SVM

による推定に使用し，それ以外の Ās = A − As を推定する．
しかし，As は隣接行列 Aの一部に過ぎないため，SVMが適
用可能な上記ベクトル集合 Pを構成することができない．そ
こで，節 3.2で述べたように，As から友人関係の存在割合α
を計算し，それを用いて近似隣接行列 Â を計算する．Â の i

番目の行ベクトルを âi とすれば，この Âから p̂i,j = (âi, âj)

を作成し，âij =0 または 1 であれば，âij を p̂i,j のクラスと
する．一方，âij = α であれば p̂i,j のクラスは”未確定”であ
る．クラスが確定した (p̂i,j , aij)の集合を P̂s として，クラス
が”未確定”の p̂i,j の 集合を Q̂s とする．

SVMは，P̂s を訓練データとして，Q̂s の各ベクトル pi,j の
クラス âi,j を予測する．これにより，全ての âij ∈ Ās の値を
推定できる．MAXPECによる推定と同様に，ai,j(∈ A) = 0

であり，かつ âi,j(∈ Ās) = 1であれば，推定に用いたAsの構

3
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造から見て，参加者 vi と vj は潜在的に友人となる可能性が高
いと判断される．従って，SVMによっても，90人間のコミュ
ニティ・ネットワークの潜在的友人関係を推定できる．

p̂i,j の次元 dは 2Nであり，訓練データ P̂s のベクトル数 ℓ

は βN(N − 1)/2 である. 一般に，SVM の計算量は Ｏ (dℓ2)

[Burges 98]であるので，本推定の計算量はＯ (dℓ2) =Ｏ (2N×
(βN(N − 1)/2)2) =Ｏ (β2N5

2
)となる．

5. 性能評価

5.1 推定性能指標
参加者ペアが友人関係である場合を 1,そうでない場合を 0で

表わした時，実際のG’(V’,E’)において友人関係が f ∈ {0, 1}
で，推定された友人関係が g ∈ {0, 1} である参加者ペアの数
をm(f, g)とする．推定性能評価の統計的安定性を確保するた
め，10回に亘るランダムなXs (従って As)の選択による推定
結果の平均をm(f, g)に用いる．これにより，以下の５つの推
定性能指標を定義する．
正例（友人である例）の正答率: m(1,1)

m(1,1)+m(1,0)

負例（友人でない例）の正答率: m(0,0)
m(0,1)+m(0,0)

正例（友人である例）の再現率: m(1,1)
m(1,1)+m(0,1)

負例（友人でない例）の再現率: m(0,0)
m(1,0)+m(0,0)

MCC：
m(1,1)m(0,0)−m(1,0)m(0,1)√

(m(1,1)+m(1,0))(m(0,1)+m(0,0))(m(1,1)+m(0,1))(m(1,0)+m(0,0))

各正答率や再現率が１に近ければ，各条件における推定の信
頼性は高いと言える．一方，MCCはMatthews Correlation

Coefficient であり，全体の推定品質が高ければ MCC の絶対
値は 1 に近づき，低ければ 0 に近づくことが知られている
[Matthews 75].

5.2 性能比較
表 2，表 3は，それぞれ MAXPEC及び SVMを適用した

場合の m(f, g) の結果及び上記５つの性能指標を示す．各々，
友人関係である場合を 1で表し，友人関係でない場合を 0で
表す．左列の 1と 0は現状の関係を表し，上行の 1と 0は推
定された関係を表す．
表 2と表 3より，MAXPECの MCCは 0.404063であり，

SVM の MCC は 0.485061 である．従って，SVM による推
定の品質の方が MAXPEC より良い. 表 2 と表 3 を見ると，
MAXPECの正例の正答率は SVMより小さいが，負例の正答
率は SVMより高い．そして，MAXPECの正例の再現率と負
例の再現率の両方とも SVMより小さい．全般的には，SVM

の推定の信頼性はMAXPECより高いといえる．
負例の正答率は，現状は友人関係にはなく，かつ友人関係が

ないと推定される割合である．表 2と表 3より，SVMの負例
の正答率は MAXPEC より小さいので，SVM で推定する方
が，潜在的友人関係を見つけやすいことが判る．
上記の結果より，MAXPEC より SVM の方が推定の信頼

性もより高く，潜在的友人関係もより見つけやすいことが判
る．SVMでは，参加者ペアの全友人関係とそのペアが友人で
あるか否かの情報から分類学習が行われる．従って，コミュニ
ティ・ネットワークの広範囲の構造から局所的な構造を比較的
高い精度で予測することができる．これに対して，MAXPEC

は，グラフのある部分構造から，そのグラフを表すある種の行
列が PSD となる他の部分構造の数学的許容範囲を推定する．
従って，直接にコミュニティ・ネットワークの構造同士の関係
を学習するわけではない．この違いにより，潜在的友人関係の

表 2：MAXPECを適用した場合の実験結果

表 3：SVMを適用した場合の実験結果

推定という目的には，SVMの方が高い性能を示したと考えら
れる．逆に，グラフの部分構造から，他の部分構造の許容範囲
を推定する目的にはMAXPECが向いていると言える．

6. まとめ
コミュニティ・ネットワークにおける潜在的友人関係の推定

という目的には，PSDなどの数学的許容制約を用いる推定方
法よりも，ネットワーク構造を学習する方法の方が向いている
と考えられる．今後は，数学的制約を加えることで推定精度の
向上がもたらされる学習方法の確立の可能性などについて検討
していきたい.
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