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This paper assesses a new approach for �ltering�based identi�cation of high dimensional dinamic systems� The
performance of the proposed approach is evaluated by articially generated data�

�� はじめに

様々な応用分野において，対象となるダイナミックシステム
を解析して理解することは，システムの制御，管理，異常診断な
どに不可欠なタスクとなっている．従って，ダイナミックシステ
ムの同定は統計学における重要な研究テーマとなっている．ダ
イナミックシステムのフィルタリングとは，ノイズを含んだ観測
時系列データから，状態揺らぎを含む対象システムの直接に観
測できない状態を推定し，ダイナミックシステムの正確な状態
を再現しようとするものである．対象システムの性質に応じて，
様々なフィルタリングアルゴリズムが提案されて使い分けられ
ている．ダイナミクスが線形と仮定でき，状態確率密度がガウ
ス確率密度と仮定できる場合，Kalman Filter�Kalman �����

がよく使われる．しかし，線形ダイナミクスと考えられる実際
の物理現象や社会システムは限られるので，Kalman Filterの
適用性はそれほど大きくない．非線形のダイナミクスを線形方
程式で近似する Extended Kalman Filter�Julier ���	�も提案
されているが，非線形性が強いシステムを対象とする場合には，
精度があまり良くないことが知られている �Evensen ���
�．
一方，一般的な非線形システムの状態推定のため，状態確率

密度を粒子と呼ばれる実現値の集合（アンサンブルという）に
より近似する方法が考えられている．この方法論の中で，最初
に提案されたのは Ensemble Kalman Filter�Evensen �����で
あるが，状態と観測値との関係が線形であるという前提が必要
である．更に，Kalman �lterの基本原理が使われているため，
複雑な行列計算が多く含まれ，計算量が大きいという欠点も有
する．そこで，状態と観測値との関係が非線形でも適用可能な
もっと単純な手法として Particle Filter�PF�Kitagawa �����

が提案された．PFでは粒子集合および各粒子の観測値に対す
る尤度を計算し，この尤度と比例する確率でのリサンプリング
により，尤度が低い粒子を枝狩りし，尤度が高い粒子を重複し，
状態確率密度を近似的に表す粒子集合を得る．しかし，尤度と
比例する確率でのリサンプリングを何度も行うことにより，粒
子集合の多様性がなくなり状態確率密度の近似精度が落ちる
という，いわゆる degeneration 問題を生じる．直接にこの問
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題を回避する方法は粒子数を増やすことであるが，粒子数を増
やすと全体の計算量が増大し，扱いが困難となる．これに対し
て，近年，効率的に degeneration 問題を軽減する手法として
Merging Particle Filter�MPF�Nakano 
��	�が提案された．
MPFでは，粒子の尤度と比例するリサンプリングを複数回行
い，重み付きの線形結合を取り，状態確率密度を近似する粒子
集合の多様性を維持する．しかし，重み付きの線形結合により，
粒子集合とその尤度に反映される状態確率密度の平均と共分散
の情報がは保持されるが，状態確率密度が著しく非ガウスであ
る場合，十分な精度で確率密度を保持することが困難となり，
状態推定精度が低下してしまう可能性がある．
以上を背景として，本研究では PFの基本原理を拡張し，状

態確率密度を精度良く近似しながら粒子の配置を最適化し，高
精度な期待平均状態推定 �マージナル状態推定を行うπ �PAI�

PF�PDF Preserving Approximation and Intensive Particle

Filter 手法を提案する．π�PFでは粒子の配置を任意に変更
しても状態確率密度を保持できる方法を用い，更に粒子配置を
状態確率密度を精度良く近似できるように最適化して，一般に
PFやMPFよりも少ない粒子数で高い精度の状態推定を得る．
本稿では幾つかの状態推定実験を行ってπ�PFの性能を示す．
更に，別の問題として，高次元状態空間システムを対象とす

る状態推定が挙げられる．本研究では理論的解析により� PF

の基本原理を用いる手法のこの問題に対する適用限界を示す．
そして，以上の条件下でも PFやMPFと異なり，π�PFは主
に観測過程による最適推定を通じて妥当な状態推定を行うこと
ができることを数値評価実験を通じて示す．

�� 開発手法 �π�PF�の原理
��� 対象表現：状態空間モデル
一般的に状態空間モデルは以下の二つの方程式で定義される．

Xt � F�Xt��� Ut ��

Yt � H�Xt� Vt �
�

Xt � �
N � Yt � �

M はそれぞれ時刻 t�t � �� 
� ���T におけ
る次元 N の状態ベクトル，次元 M の観測ベクトルであり，
Ut � �

NU � Vt � �
MV はそれぞれ次元 NU のシステムノイズ

ベクトル，次元MV の観測ノイズベクトルである．本稿で，状
態ベクトルを状態といい，観測ベクトルを観測値という．Fは
状態の時間遷移を表す演算子であり，Hは状態と観測値の関係
を表す演算子である．��はシステム過程の方程式といい，�


�
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は観測過程の方程式と呼ばれる．本稿ではこの状態空間モデル
で良く表現できる対象システムの場合を考える．

��� 状態確率密度の近似
π�PFは PFの基本的な原理を用い，粒子により状態確率密

度を近似する概念を考える．
定義 �：状態確率密度の ��関数近似 状態X � �N の確率密度
を p�Xとする．標準的な PFでは，p�Xを粒子集合Q � �N

および各粒子重みに基づき� ��関数を用いて以下のように近似
する．

p�X� � p��XjQ� �
X
i�Q

w�X�i�jQ���X � X�i���

但し，X�i� は i 番目粒子の状態を表す．ここで，w�X�i�jQ
は i番目の粒子重みであり，標準的な PFでは，粒子 iの重み
は粒子 i の観測値との適合度合いを表す尤度から計算される
�Nakano 
��	�� この p��XjQを，状態確率密度の ��関数近似
と定義する．
定義 �：状態確率密度の超球カーネル関数近似 粒子集合Q �

�N を用いて状態確率密度を近似することを考える．粒子集
合 Q の下で，状態 X � �N の近傍 N 次元空間 V �XjQ �

�N に含まれる近傍粒子集合 N�XjQ� Q 及びその近傍体積
jV �XjQj � �が与えられた時，状態 X の確率密度 p�Xを
以下のように近似する．

p�X� �� p�XjQ� � �
jV �XjQ�j

R
V �XjQ�

p�X ��dX �

�� pn�XjQ� � �
jV �XjQ�j

R
V �XjQ�

p��X �jQ�dX �

� �
jV �XjQ�j

R
V �XjQ�

P
i�Q

w�X�i�jQ���X � �X�i��dX �

� �
jV �XjQ�j

P
i�N�XjQ�

w�X�i�jQ��

但し，状態 X の近傍 N 次元空間 V �XjQは �N 中で X か
らε距離以内の空間 �半径εの N 次元超球）とし，その内部に
存在するの粒子集合を X のε近傍粒子集合とする．
pn�XjQは N 次元空間における X を中心とした半径 �の

N 次元超球空間を切り取り，この空間内に含まれる粒子重みを
平坦化したものなので，pn�XjQを状態 X の確率密度 p�X

の超球カーネル関数近似と定義する．

��� 状態確率密度の保存近似
状態 X における確率密度 p�Xの粒子集合 Q � �N によ

る超球カーネル関数近似 pn�XjQを，p�Xの別の粒子集合
Q� � �N による超球カーネル関数近似 pn�XjQ�により近似
的に保存することを考える．即ち，各粒子 i � Q� が表す状態
X�i�の確率密度 p�X�i�の超球カーネル関数近似 pn�X�i�jQ�

が，粒子集合 Qの下での超球カーネル関数近似 pn�X�i�jQと
等しくなるように，各粒子 i � Q� の重み w�X�i�jQ�を次のよ
うに決定する．
各粒子 i � Q�の状態X�i�に置ける Qの下での超球カーネル

関数近似は pn�X�i�jQ � �
jV �X�i� jQ�j

P
k�N�X�i�jQ�

w�X�k�jQ

であり，同じ各状態X�i�の Q�の下での超球カーネル関数近似
は pn�X�i�jQ� � �

jV �X�i�jQ��j

P
k�N�X�i�jQ��

w�X�k�jQ�である．

各粒子 i � Q� での確率密度の保存近似条件を pn�X�i�jQ �

pn�X�i�jQ�とすると

jV �X�i�jQ��j

jV �X�i�jQ�j

P
k�N�X�i�jQ�

w�X�k�jQ �
P

k�N�X�i�jQ��

w�X�k�jQ�

である．以上より，Q� の各粒子 iの重み w�X�i�jQ�は連立方
程式 P � AW の解で与えられる．ここで，
W � �w�X�i�jQ�ji � Q��T であり，

P � �
jV �X�i�jQ��j

jV �X�i� jQ�j

P
k�N�X�i�jQ�

w�X�k�jQ�ji � Q��T である．

A は jQ�j � jQ�j 行列であり，A � �if j � N�X�i�jQ��� aij �

�� otherwise aij � 	ji � Q�� で与えられる．

��� 集約サンプリングインポータンスリサンプリング
前節で説明した状態確率密度の保存近似を用いて，サンプリ

ングインポータンスリサンプリング �Kitagawa �����を拡張し，
確率密度保存集約サンプリングインポータンスリサンプリン
グ �PDF Preserving Approximation and Intensive Sampling

Importance Resampling�π �PAI�SIR という新しいリサン
プリング方法を提案する．粒子集合 Q 及びその各粒子 i � Q

の状態X�i�とその重みを w�X�i�jQが与えられた時，以下の
�ステップにより確率密度を保存しながら尤度の高い状態を優
先的に探索するインポータンスリサンプリングを行う．
�QI � fX�i�ji � QIg� fw�X�i�jQI�ji � QIg�

� π� SIR�Q� fX�i�ji � Qg� fw�X�i�jQ�ji � Qg�

Intensive step�Q 中で任意の �jQj�	 � � � ��個の粒子を

集合 Q��jQ�j � �jQj�とする．Q� の各粒子 i の状態 X�i� を
初期値として，各々最急降下法により w�X�i�jQ� が最大となる

X ��i� を導出し，�jQj個の粒子からなる集合 Q�� を得る．そして，

Q� � Q�Q� 
Q���jQ�j � jQj�を得る．

PDF Preserving Approximation step� 粒子集合 Qが

表す確率密度を粒子集合 Q�が表す確率密度により保存することを
考える．Q と Q� の間に節 ���で説明した確率密度の保存近似を

適用し，各粒子 i � Q� の重み w�X�i�jQ��を得る．

Importance Resampling step� 各粒子 i � Q� を重み

w�X�i�jQ��の大きさに比例した確率でリサンプリングすることを

jQj回繰り返し，集合QI�jQIj � jQj�を得る．リサンプリングし
た集合 QI の粒子重みを w�X�i�jQ� � ��jQjとする．

π�SIRの結果として，粒子集合 QI と QI の各粒子の状態
X�i�� その重み w�X�i�jQ � ��jQjが得られる．

��� π�PFの全体アルゴリズム
これまでに説明した原理を用いて，以下の � ステップから

なるπ�PFのアルゴリズムを考える．
ステップ �： 時刻 t � � まで観測された時系列データ

Y�� Y�� ���� Yt�� の下で得た粒子集合 Qt�� の各粒子 i � Qt��

の状態を，X�i�
t��jt��

とする．これから，Qt�� による状態確率

密度の �関数近似 p�Xt��jY�� ��� Yt��� � p��Xt��jQt��� �
�

jQt�� j

P
i�Qt��

��Xt�� � X
�i�
t��jt��

�を得る�

ステップ �： システム過程を表す方程式 ��� の X
�i�
tjt��

�

F �X�i�
t��jt��

� Ut�により，時刻 t� �の各粒子 i � Qt�� の状態から

次の時刻の予測状態を計算し，�関数近似により p�XtjY�� ���Yt��� �

p��XtjQt��� �
�

jQt�� j

P
i�Qt��

��Xt �X
�i�
tjt��

�を得る．

ステップ 	：ステップ �で得られた p�XtjY�� ���� Yt���から，時刻 t

における観測値 Yt を用いて，状態確率密度 p�XtjY�� ���� Yt�を計算す

る．状態 Xt の下での観測値 Yt の尤度を p�YtjXt�とすれば，Bayes

の定理により，p�XtjY�� ���� Yt� �
p�YtjXt�p�XtjY� ����Yt�� �R

RN

p�YtjXt�p�XtjY������Yt�� �dXt

が 与えられ る．この p�XtjY�� ���� Yt� に p��XtjQt��� �
�

jQt�� j

P
i�Qt��

��Xt �X
�i�
tjt��

� を代入し ，p�XtjY�� ���� Yt� �

�
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� �P
i�Qt��

p�YtjX
�i�

tjt��
�

P
i�Qt��

p�YtjX
�i�
tjt��

���Xt �X
�i�
tjt��

�

�
P

i�Qt��

w�X
�i�
tjt��jQt�����Xt �X

�i�
tjt��� を得る．但し，

w�X
�i�
tjt��

jQt��� �
p�YtjX

�i�
tjt��

�P
i�Qt��

p�YtjX
�i�
tjt��

�
であり，p�YtjX

�i�
tjt��

� は

X
�i�
tjt��

が与えられた下の観測値 Yt の尤度である．

ステップ 
： 各粒子 i � Qt�� の状態 X
�i�
tjt��

の重み

w�X
�i�
tjt��

jQt��� が 与え られ た 下で ，節 ��� で 説 明し た

πSIR を，�Qt� fX
�i�
tjt
ji � Qtg�fw�X

�i�
tjt
jQt�ji � Qtg� �

π� SIR�Qt��� fX
�i�
tjt��

ji � Qt��g�fw�X
�i�
tjt��

jQt���ji � Qt��g�

として適用し，粒子集合 Qt とその各粒子 i � Qt の状態 X
�i�
tjt
と重み

w�X
�i�
tjt
jQt�を得る．時刻 tを更新してステップ �に戻る．

このアルゴリズムは，状態確率密度を近似する粒子集合 Q

の粒子数 jQj，π�SIRの Intensive Stepに必要な粒子数割合
�と確率密度超の超球カーネル関数近似の N 次元超球近傍空
間 V �XjQ半径 �という３つのパラメータを設定する必要が
ある．最適な粒子数 jQj および粒子数割合 �は数値計算評価
により決める必要がある．しかし，状態推定精度の粒子数割合
�に対する依存性は弱いことが分かっており，実際には殆どの
場合に � � ���程度で十分である．一方，�の最適値は次節に
示す理論的な解析から与えられる．

��� π�PFの超球近傍空間半径 �の決定
ここで，π�PFにおいてπ�SIRを適用する時に用いられる

状態確率密度の超球カーネル関数近似誤差と保存近似誤差の理
論的上界を考え，また，それらを最小にする超球近傍空間半径
�min の理論式を導く．
定理 �：状態確率密度の超球カーネル関数近似誤差 状態X � �N

の確率密度 p�X� と，超球カーネル関数近似 pn�X jQ� の � 乗誤差
e��p�X�� pn�XjQ��の上限は以下で与えられる �証明略�．

e��p�X��pn�XjQ���

sup
C�V �XjQ�

�� �p�C�
�C

��� � N�
N��

��

 ��N�����p�X�

�N���N
���jQj� ����

但し，C � �c�� ���� cN �
t � V �X jQ�� �p�C���C �

��p�C���c�� ���� �p�C���cN�
tである．�は超球近傍空間 V �XjQ�の

半径であり，��・�はガンマ関数である．
補題 �：超球カーネル関数近似誤差を最小化する超球近傍空間
半径 一般的な状態 X � �N の確率密度 p�X� に対して，超球カーネル関数
近似誤差を最小化する超球近傍空間半径 �min は以下で与えられる �証明略�．

�min �� �����jQj��
�

N��

�
B� �N 
 �����N�� 
 ��p�X�

N�N�� sup
C�V �XjQ�

�� �p�C�
�C

��
�
CA

�
N��

����

定理 �：状態確率密度の超球カーネル近似および保存近似誤差
状態 X � �N の確率密度 p�X�と，保存近似により導かれる粒子集
合 Q� � �N 下での p�X�の超球カーネル関数近似 pn�XjQ��の �乗
誤差は以下で与えられる �証明略）．

e��p�X��pn�XjQ��� �

sup
C�V �XjQ�

�� �p�C�
�C

��� � N�
N��

�� ��N�����p�X�

�N���N
���jQj
 ��jQ�j� �

補題 �：状態確率密度の超球カーネル近似および保存近似誤差
を最小化する超球近傍空間半径 一般的な状態 X � �N の確率密
度 p�X�に対して，超球カーネル関数近似および保存近似誤差を最小
化する超球近傍空間半径 �min は以下で与えられる �証明略�．
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補題 
より，何らかの手段で状態確率密度が与えれば，状態
空間の次元数N と粒子数 jQjと jQ�jに対する超球カーネル関
数近似および保存近似誤差を最小化する超球近傍空間半径 �を
計算できる．しかし，殆どの実問題の場合，対象システムの状
態確率密度が未知のため，補題 
を直接に用いることはできな
い．しかし，任意の分布に従う多くの変数の線形加算の確率分
布は中心極限定理によりガウス分布に収束するので，ここでは
状態確率密度として多く次元ガウス分布を仮定し，更に具体的
な �min を導く．
補題 	：多次元ガウス確率密度の超球カーネル関数近似と保存近
似誤差を最小化する超球近傍空間半径 状態 X � �N の確率密度
p�X�を平均 � � ���� ���� �N �

t� 　共分散行列 � � diag�	��� ���� 	
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N �

の多次元ガウス分布と仮定する時，状態確率密度の超球カーネル関数
近似と保存近似誤差を最小化する超球近傍空間半径 �min の統計的期
待値は以下で与えられる �証明略�．
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である．

補題 �により，π PFにおいて最小の状態推定誤差をもたら
すと期待される妥当かつ具体的な超球近傍空間半径 �を得る．

�� 人工データによる評価実験
ここでは，N 次元状態および M � N�
次元観測値から成

る状態空間モデルにより作成した人工データを用い，提案する
π�PFおよび PF，MPFの性能比較を行う．モデル中のシステ
ム過程としては，N 次元 Lorenz ��モデル �Lorenz �����を採
用した．N次元 Lorenz ��モデルの状態 X � �x����� xN

T は
dxj
dt

� �xj���xj��xj���xj �� というシステム過程の微分
方程式に従う．ここで，システムノイズベクトル Utは無視し，
Ut � �としている．これは，個々の �次元カオスダイナミクス
が jについて隣の �つの次元を共有して結合した系であり，複
雑な挙動を示す．観測過程は，状態の偶数番目の次元のみを観
測値とした．これによりM � N�
となる．観測ノイズベクト
ル Vtは平均 �，共分散行列 � � diag������ ����� ��������のガ
ウス分布に従う．このモデルにおいて，N��
� M�N�
��と
N����M�N�
��� の 
 つの場合について，状態遷移シミュ
レーションを行い時間ステップ数 T � ����に亘り人工的な時
系列データを生成した．各時系列データに PF� MPF，π�PF

を適用して，期待状態推定，即ちマージナル状態推定を行った．
状態推定精度は，以下の推定誤差 �eにより評価した．時刻 t

において推定したN 次元状態を �Xtとし， �Xtの第 i成分を �xi�t
とする．また，同じく時刻 tにおける真の状態を Xt とし，そ
の第 i成分を xi�t とする．その時，時刻 tにおける状態推定誤

差を et �

s
�
N
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��xi�t � xi�t�� と定義する．そして，時間ス

テップ数 T に亘る状態推定誤差の平均を �e � �
T

TP
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et とする．

PF，MPF� π�PFに共通するパラメータは粒子数 jQjであ
る．ここでは，非常に少ない粒子数から比較的に多い粒子数ま
での状態推定誤差への影響を見るために，jQjを ������
��の
３つに設定する．PFは jQj以外のパラメータを持たない．こ
れに対し，MPFは粒子のリサンプリング回数とそれら粒子の

�
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表 �� N����M��と N��	�M���場合の状態推定誤差 �e
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計算時間は各時間ステップ t における平均計算時間である．

線形結合重みをパラメータとして含むが，�Nakano 
��	�等が
最適であるとする �回のリサンプリングを線形結合するデフォ
ルト値に設定した．π�PFのパラメータである超球近傍空間半
径 �については，状態確率密度が多次元ガウス分布の確率密度
であるとの近似的仮定をおいて，補題 �の理論最適値を用いる．
但し，仮定する多次元ガウス確率分布の各次元に関する分散
� として実際の粒子分布の分散を用いる．π�PFの Intensive

stepで用いる粒子割合 �については，事前の種々の数値計算
評価結果で �が ���以上では殆ど状態推定精度は向上しないこ
とを確認し，計算効率を考え，� � ���とした．
表 � は，前記 
 つの N �M の場合の状態空間モデルについ

て，PF�MPFとπ�PFの状態推定誤差 �eと計算時間の比較を
示す．この結果により，PFと MPFに比べて，π�PFは少な
い粒子数 jQjを用いて精度良く状態を推定できることが分かる．
次元 N��
の場合，PF，MPFおよびπ�PFの精度差は小さ
い．一方，N���の場合，粒子数が少ない場合には，π�PFの
状態推定精度は PF や MPF よりも良い．これは，π�PFが
精度を維持するために，少ない粒子の配置を最適化するためで
あると考えられる．また，粒子数が増えると，π�PFの計算時
間は PFやMPFの計算時間より明らかに大きくなる．これは
PF や MPFが O�jQj の処理しか含まないのに対し，π�PF

は O�jQj�である ��近傍範囲問い合わせ処理を含むためであ
る．従って，π�PFの計算効率向上のため，より効率的な ��近
傍範囲問い合わせの導入が課題である．

�� 高次元状態システムへの適用性
��� 理論的考察
粒子分布により状態確率密度を近似する PFやMPF，π�PF

等の手法高次元状態システムへの適用性を考察する．定理 �の
式 ��し示される状態確率密度の超球カーネル関数近似誤差の
上限を最小にする超球近傍空間半径 �が補題 �の式 ��であ
る．この式において，N ��の極限では，詳細な計算は省略
するが、��N�
 � ����N��� � � などにより �min � �と
なる� この N ��⇒ �min � �の結果を式 ��に代入する
と，そのの右辺の第 � 項目は �に，第 
 項目は �に近づき，
全体としては超球カーネル関数近似誤差の上限の極限は�と
なることが分かる．即ち，一般に粒子分布から状態確率密度を
超球カーネル関数近似によって得ようとすると，その関数の広
がりを最適化しても，非常に高次元な状態空間では有限な粒子
数 jQjによっては，精度の良い状態確率密度を得られないこと
が分かる．今回は，超球カーネルを用いた証明を行ったが，超
立方体や多次元ガウスカーネルによる粒子近似でも同様のこと
が言える．つまり，高次元状態空間では，有限個の粒子分布に
状態確率密度の情報を十分な精度で持たせることができない．
従って，一般的に粒子を用いる手法は高次元状態システムに適
用することが困難であると分かる．

��� 高次元状態システムを対象とした実験
高次元状態システムに関するPF� MPF�π�PFの状態推定の

性能を評価するため，�節で用いた状態空間モデル �Lorenz��）
の次元N���とN��
�の場合について，T�����に亘る人工
時系列データを生成した．粒子数の大きな差を状態推定誤差の
変化を見るために，粒子数 jQjを ���
�����
�とし，他のパラ
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計算時間は各時間ステップ t における平均計算時間である．

メータを �節と同じとして PF� MPF�π�PFを適用した．表 


に実験結果を示す．これより，現実的な計算時間で扱うことが
可能な限られた粒子数の下では，PFや MPFと比べてπ�PF

の状態推定精度は非常に良いことが分かる．前節の理論的考察
によれば，粒子配置の最適化を行うπ�PFであっても状態確率
密度を正確には計算できない．しかし，Intensive stepで各時
刻の観測値に関する尤度 p�YijX

�i�
tjt���� w�X�i�

tjt��jQt��を

最大化する粒子集合を探索するので，システム過程を通じた状
態確率密度の推定精度が悪くとも，観測過程を通じた尤度最大
化を行うという意味において良い推定精度をもたらすと考えら
れる．一方，PFや MPFの実験結果精度は悪い．これは，前
節の理論的考察が示すように粒子数を非常に大きくしても状態
確率密度を精度良く反映する粒子分布が得えることができず，
かつリサンプリングにおいて観測値に関する尤度の最適化を行
わないためである� π�PFの計算時間に関しては，低次元の場
合同様に今後高速な � 近傍範囲問い合わせを導入する必要が
ある．

�� まとめ
本研究では，状態確率密度保存近似と粒子配置の最適化を

導入した新しい粒子フィルタリング手法を提案した．提案手法
π�PF を低次元状態状態システムに適用した場合，状態確率
密度を正確に近似しながら粒子配置を最適化するため，PFや
MPFなどより少ない粒子で効率良く状態推定を行えることが
分かった．また，高次元状態空間システムを対象とする場合，
粒子で状態確率密度を近似する一般的な手法の理論的限界を明
らかにした．更に，高次元状態空間システムでは，PFやMPF
による妥当な状態推定が困難になるのに対して，π�PFでは，
主に観測過程による最適推定を通じて妥当な状態推定を行える
ことが明らかとなった．但し，π�PFでは粒子の近傍問い合わ
せ計算時間がかかるため，この高速化が今後の課題である．
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