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This paper describes the rationality of profit sharing based on expected value. Miyazaki et al. proved the
rationality, we call this the complete rationality, of profit sharing by analysing the worst case in all possible
situations. However, the strong condition based on the complete rationality reduces the effectiveness of profit
sharing. In this paper, we analyse the average case to show the expected rationality of profit sharing.

1. はじめに
Profit sharing [Grefenstette 88] は，それぞれの行動に優先

度を割り当てるタイプの強化学習法である．Profit sharingは，
クラシファイア・システム [Holland 86]における信用割当の
技法として提案され，その後の多くの強化学習アルゴリズムに
影響を与えた．Grefenstetteの手法は遺伝的アルゴリズムを併
用していたが，宮崎らによって profit sharingが一般的な強化
学習の枠組みで扱えることが示された [宮崎 94]．

Profit sharingは，環境から報酬を獲得すると，報酬獲得に
至った状態行動系列中の状態行動対に信用割当関数に基づいて
優先度を増加させる．Profit sharingは，Q学習のような行動
価値を推定するタイプの手法に比べて (1)学習が速く，(2)学
習中の振る舞いが優れているという大きな利点を持っている．
宮崎らは，[宮崎 94]において，profit sharingを報酬が獲得

できない政策に収束させないための条件を示した．本論文で
は，これを宮崎の完全合理性条件と呼ぶ．その後，これに基づ
いて profit sharingをマルチエージェント環境，非定常環境，
部分観測環境へ profit sharingを適用する研究などが数多く行
われている．

Profit sharingの信用割当関数には等比減少関数がよく用い
られる．ところが，等比減少信用割当関数を用いたときに宮崎
の完全合理性条件に従うと，学習が遅くなってしまい，profit
sharingを用いる際に大きな問題となっている．
そこで，本論文では，MDPにおける等比減少信用割当関数

を用いた profit sharingに対する期待値の観点に基づく profit
sharingの合理性と割引率の条件について述べる．

2. Profit Sharingとその完全合理性
2.1 対象とする問題
本論文では，標準的なマルコフ決定過程（MDPs）における

エピソード型タスクを対象とする．
MDPsに関する記号は，[Sutton 98]に倣う．すなわち，エー

ジェントと環境の相互作用を

s0, a0, r1, s1, a1, r2, . . . , sT−1, aT−1, rT, sT

というように状態 s ∈ S（S は状態の集合），行動 a ∈ A（A
は行動の集合），報酬 r ∈ ℜ（ℜ は実数の集合）の列で表し，
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すべての s ∈ S, a ∈ Aに対して：
P(s, a)← C （Cは任意の小さな正の定数）

各エピソードに対して繰り返し：
状態 sを初期化する
エピソード中の各ステップに対して繰り返し：

Pから導かれる行動選択確率の分布に従って，
状態 sでの行動 aを選択する

行動 aを取り，報酬 rと次状態 s′ を観測する
s← s′

sが終端状態ならば繰り返しを終了する
エピソードに含まれるすべての状態行動対に対して：

P(st, at)← P(st, at) + f (t, rT ,T)

図 1: Profit sharingアルゴリズム．

エージェントと環境の相互作用が終端状態によって部分系列に
分解できるタスクを扱う．この初期状態から終端状態までの部
分系列をエピソードと呼ぶ．

2.2 Profit Sharingアルゴリズム
Profit sharing [Holland 86, Grefenstette 88,宮崎 94]は，代

表的な行動優先度学習型の強化学習アルゴリズムであり，それ
ぞれの状態ごとに行動の優先度を学習する．状態 sにおける行
動 a の優先度を P(s, a) と表し，エージェントは優先度 P(s, a)
に基づいて行動を選択する．

Profit sharingのアルゴリズムを図 1に示す．Profit sharing
は，エピソード s0, a0, r1, . . . , sT−1, aT−1, rT に含まれる各状態行
動対 st, at に対する優先度をエピソード終了後に一括して次の
ように強化する．

P(st, at)← P(st, at) + f (t, rT,T)

ここで， f は信用割当関数と呼ばれる関数である．
ある一つの状態行動対 s, a について，エピソードに出現し

た信用割当関数の値を合計したものを s, aに対する強化値とい
い，∆P(s, a)と表す．

2.3 Profit Sharingにとって学習が最も困難な状態
ある状態行動対が現在までのすべてのエピソードにおいて

常に迂回経路上に出現するとき，その状態行動対は無効である
という．状態行動対が無効でないとき，有効であるという．
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図 2: Profit sharingにとって学習が最も困難な状態 [宮崎 94]．

宮崎らは，[宮崎 94]の中で，profit sharingにとって学習が
最も困難な状態を示した．¶ ³
補題 1 (学習が最も困難な状態) 図 2 に示されたような，
ひとつ以上の有効な行動と唯一の回帰的で無効な行動が
競合している状態が，profit sharingにとって学習が最も
困難な状態である．µ ´

ここでは，有効な行動を実行したときの遷移先の状態はすべ
て終端状態かつ目標状態であるとし，正の報酬を与える．すな
わち，Ra(i)

s(0)
> 0（i = 1, 2, . . . , L）である．ここで，Ra

s は状態 s

で行動 aを行ったときに得られる報酬の期待値を表し，Lは有
効な行動の数を表す．Profit sharingではエピソード途中の報
酬を 0 とみなしているので，唯一存在する回帰的で無効な行
動 a(0) に対する報酬は 0 すなわち，Ra(0)

s(0)
= 0である．

2.4 宮崎の合理性定理と合理性条件
宮崎らは，[宮崎 94]において，profit sharingにとって学習

が最も困難な状態における強化値を分析することによって，無
効な行動を抑制するための条件を示した．¶ ³
定理 1 (Profit sharingの完全合理性) Profit sharingの信
用割当関数 f が，

f (t, rT,T) > L
t−1∑
i=0

f (i, rT,T)

を満たすならば，任意の状態において，任意の無効な行
動が抑制される．ここで，L は，同一の入力状態に存在
する有効な行動の最大個数である．µ ´

これを，本論文では，宮崎の完全合理性定理と呼ぶ（証明は
[宮崎 94]を参照）．

Profit sharingの信用割当関数 f には，等比減少関数

f (t, rT,T) = γT−t−1rT (0 ≤ γ ≤ 1)

がよく用いられている．ここで，γは割引率パラメータである．
等比減少関数を用いると，優先度 P(st, at)の増分は時間をさ

かのぼるにつれて減っていく．つまり，前に使われた状態行動
対ほど，その優先度の増分が小さくなる．等比減少信用割当関
数は，割引率が

γ ≤ 1
L

のときに宮崎の完全合理性定理を満たす．この条件を，ここで
は，宮崎の完全合理性条件と呼ぶ．

宮崎の完全合理性条件に従うと，取り得る行動の数が大き
いときには信用割当が非常に小さくなり，学習の進行が遅く
なってしまう．したがって，宮崎の完全合理性条件は実用的で
はない．

3. Profit Sharingの期待合理性
宮崎の完全合理性定理と完全合理性条件は，profit sharing

が直面する可能性がある最悪の場合について解析し，無効な
行動を抑制する すなわち，合理性が保たれるようにしてい
る．しかしながら，実際には，そのようなケースは非常に稀で
ある．
ここでは，profit sharing にいくつかの自然な制限を加え

ることにより，profit sharing にとって学習が最も困難な状
態 [宮崎 94]において profit sharingが直面する平均的な場合
について すなわち，期待値の観点に基づいて profit sharing
の合理性を示す．

3.1 非決定的単調増加行動選択法
期待値の観点に基づいた profit sharingの合理性を示すため

に，本論文では，行動選択法を次に定義されるような非決定的
単調増加行動選択法に限定する．¶ ³
定義 1 (非決定的行動選択法) 非決定的行動選択法は，任
意の状態行動対 s, aに対して，行動選択確率が次の式を
満たす．

Pr(at = a | st = s) < 1µ ´¶ ³
定義 2 (単調増加行動選択法) 単調増加行動選択法は，優
先度が P(s, a) < P(s, a′)となる任意の状態行動対 s, aと s,
a′ に対して，行動選択確率が次の式を満たす．

Pr(at = a | st = s) ≤ Pr(at = a′ | st = s)µ ´
強化学習では，一般的に，非決定的単調増加行動選択法がよ

く用いられる．たとえば，Boltzmann分布を用いたソフトマッ
クス選択，ϵ-グリーディ選択，一様選択は，いずれも非決定的単
調増加行動選択法である．ルーレット選択も，profit sharing
においては非決定的単調増加行動選択法である．
したがって，強化学習において行動選択法を非決定的単調増

加行動選択法に限定することは厳しい制約ではない．

3.2 期待強化値
Profit sharingにおいて，ひとつのエピソードから得られる

強化値は，そのエピソードに出現した状態行動対と最後に得ら
れた報酬によって確率的に決まる．すなわち，profit sharing
における強化値は，確率変数として表すことができる．
行動選択法を非決定的なものに限定すると，profit sharing

にとって学習が最も困難 すなわち，ひとつ以上の有効な行
動 a(i)（i = 1, 2, . . .）と唯一の回帰的で無効な行動 a(0) が競合し
ている状態 s(0) において，profit sharingが n回目のエピソー
ドから得る有効な行動 a(i) に対する強化値 ∆Pn(s(0), a(i))の期待
値は，行動選択確率 pn(0), pn(i) と期待報酬 R

a(i)
s(0)
によって表すこ

とができる．ここで，pn(i) は，n回目のエピソードにおける状
態 s(0) での行動 a(i) の選択確率 pn(i) = Prn(at = a(i) | st = s(0))を
表す．
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¶ ³
補題 2 (有効な行動の期待強化値) ひとつ以上の有効な行
動 a(i)（i = 1, 2, . . .）と唯一の回帰的で無効な行動 a(0) が
競合している状態 s(0)において，profit sharingが非決定的
行動選択法に従って行動を選択するならば，profit sharing
が n 回目のエピソードから得る有効な行動 a(i) に対する
強化値 ∆Pn(s(0), a(i))の期待値は，

E
[
∆Pn(s(0), a(i))

]
= E
[

pn(i)

1 − pn(0)
Ra(i)

s(0)

]
である．µ ´

証明は紙面の都合により省略する．
また，信用割当関数を等比減少関数に限定すると，同様にし

て，唯一の回帰的で無効な行動 a(0)に対する強化値∆Pn(s(0), a(0))
の期待値を行動選択確率 pn(i) と期待報酬 R

a(i)
s(0)
（i = 0, . . . , L）に

よって表すことができる．¶ ³
補題 3 (唯一の回帰的で無効な行動の期待強化値) L個の
有効な行動 a(i)（i = 1, . . . , L）と唯一の回帰的で無効な行
動 a(0) が競合している状態 s(0) において，割引率 γの等
比減少信用割当関数を用いた profit sharingが非決定的行
動選択法に従って行動を選択するならば，n 回目のエピ
ソードから得る唯一の回帰的で無効な行動 a(0) に対する
強化値 ∆Pn(s(0), a(0))の期待値は，

E
[
∆Pn(s(0), a(0))

]
= E

 γpn(0)(
1 − pn(0)

) (
1 − γpn(0)

) L∑
i=1

pn(i)R
a(i)
s(0)


である．µ ´

この証明も紙面の都合により省略する．

3.3 期待合理性定理
Profit sharing において，確率的な行動選択法を用いると，

行動選択確率 Pr(at = a | st = s)は，それまでに経験した状態行
動対と獲得した報酬によって確率的に決まる確率変数として表
される．そこで，この確率変数の期待値について考える．
補題 2と補題 3から，profit sharingにとって学習が最も困

難な状態 s(0) において，profit sharingが等比減少信用割当関
数を用い，非決定的単調増加行動選択法に従って独立に行動を
選択するときの有効な行動に対する強化値の期待値と無効な行
動に対する強化値の期待値の大小関係を調べ，補題 1 と合わ
せてこれを一般的な状態に拡張することによって次の定理を導
くことができる．¶ ³
定理 2 (Profit sharingの期待合理性) Profit sharing が，
等比減少信用割当関数を用い，かつ，非決定的単調増加
行動選択法に従って独立に行動を選択するならば，有効
な状態が存在する任意の状態 s において，任意の行動 a
に対して

E [Pr(at = a′ | st = s)] ≥ E [Pr(at = a | st = s)]

を満たす有効な行動 a′ が存在する．µ ´
この証明も紙面の都合により省略する．本論文では，これを
profit sharingの期待合理性定理と呼ぶ．
この定理では，信用割当関数については，関数を等比減少な

ものに制限するだけでその割引率 γ を制限していない．つま
り，期待合理性定理における γの条件は

0 ≤ γ ≤ 1

である．本論文では，これを期待合理性条件と呼ぶ．

4. 考察
宮崎の完全合理性定理が最も学習が困難な状態における最

悪ケースの分析であるのに対し，本論文が示した期待合理性定
理は同状態における平均的ケースの分析である．
期待合理性定理は，profit sharingが，等比減少信用割当関

数を用い，非決定的単調増加行動選択法に従って独立に行動を
選択するならば，有効な行動が存在するどのような状態におい
ても，選択確率の期待値が最大となる有効な行動が存在するこ
とを示している．
期待合理性条件は，上の条件を満たしている profit sharing

を用いるならば，平均的には，割引率 γを上限 1までの範囲
内で大きくしてもいいことを示している．また，エージェント
が取り得る行動の数に関係なく割引率を設定することができる
という点で，宮崎の完全合理性条件よりも優れている．

5. まとめ
本論文では，期待値の観点に基づく profit sharingの合理性

について述べた．
本論文に示した期待合理性定理は，profit sharingが (1)等

比減少信用割当関数を用い，(2)非決定的単調増加行動選択法
に従い，(3)独立に行動を選択するならば，有効な行動の選択
確率の期待値が最大となることを示している．すなわち，割引
率 γ は，等比減少関数となるための条件 0 ≤ γ ≤ 1 を満たし
ていればいい．この期待合理性条件は，(1)より速く学習でき，
(2)取り得る行動の数に依存しないという点で宮崎の完全合理
性条件よりも優れている．
紙面の都合により省略した証明については，近いうちに人工

知能学会論文誌に発表したい．
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