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大規模次元システムのモデリング手法の提案とその性能評価
A study on high dimensional modeling
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This paper assesses a high dimensional modeling approach� The performance of the proposed approach is
evaluated by articially generated data�

�� はじめに

近年，IT技術の発展により，計算機のみならず様々な情報
機器，家電，自動車，社会インフラなどがネットワークで結ば
れつつある．このネットワーク化したユビキタス社会におい
て，様々な目的で個々の対象にセンサーが付けられデータ収集
が行われている．その際，通信コスト節約の理由で多数のシス
テムではセンサーが定期的ではなく駆動的に動作する．即ち，
事象が起こった時だけその事象に対応するセンサーが反応し発
信する．例えば，特定場所に観測センサーが設置されている交
通システムにおいては，車の流量がある数以上であると観測し
た時のみ，センサーが警告発信する場合が多い．そのため，セ
ンサーをはじめシステムに設置されるデータ収集装置群全体
からバイナリ不等間隔なトランザクション時系列データが創出
される場合が多い．対象システムについて円滑な制御，管理，
異常診断などをするためには，このようなデータが表す対象の
ダイナミクスモデルの構築が必要となる．しかし，このような
モデル化手法の研究は世界的にも十分には行われていない．
対象システムのダイナミクスを遷移遷移により表す古典的

な隠れ状態マルコフモデルやマルコフ連鎖モデルが良く知られ
ている．また，近似を導入して状態空間および状態遷移の組み
合わせ数を削減することにより高次マルコフ連鎖を効率的に
表すモデルである Mixture Transition Distribution �MTD�

�Berchtold �����やVariable Length Markov Chain �VMLC�

�Bejerano �����が提案されている．しかし，これらのモデル
では与えられた個々の過去状態から次の状態に遷移する確率分
布が提供されるのみであり，対象システムが時間の共にどのよ
うに変化するのかに関する特性は表されない．例えば，上記の
交通システムの例にマルコフ連鎖などのモデルを適用する場
合，流量状態の遷移確率が分かるが，流量を変化させる重要な
交通のメカニズムがモデル化されない．一方，これに対して，
対象システムのメカニズムを明確にモデル化可能な手法として
カルマンフィルター �Kalman ��	��とその拡張 �Julier ���
�

が考えられるが，時系列連続観測データを扱えるのみであり前
述のような観測バイナリトランザクション時系列データのみか
ら対象ダイナミクスをモデル化することは困難である．
そこで，本研究では，上記の従来手法の問題を克服し，観測
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バイナリ時系列データから対象システムのダイナミクスを表す
モデルを得るモデリング手法を提案する．

�� 提案モデルの定式化

��� データ形式および状態の定義
N 個のセンサーが設置される対象システムを想定する．T

ステップに亘る観測バイナリトランザクション時系列データは

D � Q�Q����QT

と記述される．但し，Qt�t � �� �� ���� T �は時刻 tで観測され
た N 次元バイナリベクトル Qt � �qit�i��������N である．時
刻 tにおいてセンサー iが発信すれば qit � �であり，そうで
なければ qit � � である．一方，時刻 t の対象システム状態
を，状態ベクトル Xt � �xi

t�i��������N で定義する．各 xi
t は

��� � xi
t ���であり，センサー iの発信可能性を決める仮

想の測度である．xi
tが大きければセンサー iの発信可能性が

高く，逆に小さければ低い．

��� モデルの定式化
提案モデルは次の２つ方程式からなる．

Xt � A�Xt�� ���

Qt � H�Sm�Xt�� ���

式 ��� はシステムダイナミクスを表す状態間遷移過程である．
本稿では線形ダイナミクスのモデルを対象とするので，A �

�aij�N�N は N�N 行列であり，状態遷移行列と呼ばれる．式
���はシステム状態Xtからセンサーの発信記録バイナリベク
トル Qt への写像を表す観測過程である．ここで，Sm��はシ
グモイド関数で，

Sm�x� �
�

� � exp��x�

である．但し x � �� Sm�x� � ��� ��である．H は ��� ��から
f�� �gへの写像である．H�p�は ��� ��で一様乱数 hを生成し，
� � h � pの場合 H�p� � �� 　p � h � �の場合 H�p� � �

を出力する．シグモイド関数はセンサーが発信する可能性を表
す仮想的な変数 x � �を確率変数 p � ��� ��に変換する．H

のオペレターにより，発信記録バイナリ値 �����を決める．

�
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�� モデリング手法

以上より，提案モデルは状態遷移行列 A � �aij�N�N で構
成される．行列Aが分かれば，システムのダイナミクスの特性
が明確になる．すなわち，観測バイナリトランザクション時系
列データのモデリングは，Qt � �qit�i���������N�t � �� �� ���� T �

からの行列 Aを推定することである．しかし，データから直
接に遷移行列 Aを推定することが難しいので，状態ベクトル
系列 Xt の推定と並行して反復計算によりもとめる．

��� 遷移行列が既知である時の状態ベクトル系列の推定
システム状態遷移行列 Aが与えられた時，時刻 tにおいて

観測バイナリデータ Qt���Qt 下でシステム状態ベクトル Xt

は事後確率 P �XtjQt���Qt�を最大化することにより決定さ
れる．確率計算により，P �XtjQt���Qt�は以下となる．

P �XtjQt���Qt� �
P ��Xt���Rt����Xt���Rt�Xt�

P �QtjQt���P �Qt���
���

但し �

Rt�Xt� �
NQ
i

�
qitSm�xit� � ��� qit�f�� Sm�xit�g

�
�

Rt����Xt��� �
NQ
i

�
qit��Sm��xit��� � ��� qit���f�� Sm��xit���g

�
�

�xit�� �
NP
j

�
a�
ij
x
j
t

�
� �a�

ij
�N�N � A���

定理１� 時刻 tにおいて，状態ベクトル Xt の各要素 xitが独
立で ������の値を取り，xitの p�d�fが P �xit� � f�xit�であ
る場合，式 ���の P �XtjQt���Qt�が最大となる Xt は以下
の非線形連立方程式の解である．

qkt � Sm�xkt � �
NP
i��

a�ik

�
qit�� � Sm	

NP
j��

a�ijx
j
t 


�

�
NP
i��

a�
ik

f��xi
t��

�
f ���xit��� � �� �k � �� �� ���� N�

�
�

（証明略）
定理２� 　f�xit�が２次微分できる場合，式 �
�の解が存在し，
常に Newton法より収束計算可能である．�証明略）
定理 ���より，状態遷移行列 Aおよび観測バイナリデータ

Qtから状態ベクトル系列Xt を導出できる．

��� 状態遷移行列の導出
状態ベクトル系列Xt�t � �� �� ��� N�が与えれた時，一義的

には予測誤差

L �

TX
t��

kXt � �A�Xt���k
�
�

を最小化することによりAを推定可能である k�k��は２次ベク
トルのノルムである．しかし，一般に状態間の影響は局所的で
あることが多く，状態遷移行列Aはスパースであるという現
実的仮定を行うことで，L��正則化法 	Meinshausen ����
を
用い行列Aを導出する．L�は

L� �

TX
t��

kXt � �A�Xt���k
�
� � � kAk ���

である．kAkは行列 Aのノルムであり，kAk �
NP
i��

NP
j��

jaij j

で定義する．� � �は正則化パラメータである．
定理３� 与えられる状態ベクトル系列Xtが正確であれば，時
系列の長さ T が大きくなるほど，L�を最小化する推定遷移行
列 �Aは真の遷移行列に近づく．但し，� の値を大きくすれば
�Aはよりスパースとなる�（証明略）
この定理により，状態ベクトル系列から真に近い遷移行列A

を導出することが可能と考えられる．但し，L� 正則化の解を
もとめるためには条件付の最小二乗法問題 	Lawson ����
に
帰着し既存のアルゴリズムを使用する．詳細アルゴリズムは
	Tibshirani ����
で提案されている．

��� 観測データからの遷移行列Aの構成
節 ���� ���の結果に基づいて，観測バイナリ時系列データか

らの以下のようなモデリング手順を提案する．

ステップ１ 初期の遷移行列 Aを仮定する．

ステップ２ 観測バイナリ時系列データQt � �qit�i��������N か
ら定理２により状態ベクトル系列を推定する．

ステップ３ 推定した状態ベクトルから式 ���の L� 正則化条
件を満たす行列を導出し，遷移行列を更新する．

ステップ２とステップ３を収束するまで繰り返し行えばモデル
のダイナミクスを表す遷移行列Aが得られる．

�� 性能検証
��� 検証用人工バイナリ時系列データの生成
提案するモデリング手法の性能検証用のバイナリ時系列デー

タをシミュレーションにより人工的に作成した．システムの変
数個数（センサーの数）を N とする．シミュレーションプロ
グラムは，人工システムの実数遷移行列 SimMN�N を自動的
に構成する．ここで，様々な特性のシステムダイナミクスに対
するモデリング評価を行うため，遷移行列 SimMは既知の固
有値集合に基づいて作られる．固有値集合 f��� ��� ��� �Ngが
与えれば，ランダムに N �N の正則行列 Pを生成し，

SimM � P�P
��

により遷移行列 SimMを計算する．但し，� � diag��i�� �i �

�� �� ���� N� である．また，固有値が複素数となることも許す．
乱数で生成する初期状態ベクトルから初めて式 ���のシステム
過程により過去の状態から次の状態を T ステップで繰り返し，
人工の状態ベクトル系列 SimXt�t � �� �� ���� T �を計算する．
次に，各時間ステップでは，式 ���の観測過程を用いて状態ベ
クトルから人工バイナリ時系列データ SimDをランダムに生
成する．

��� モデリング結果の評価法
シミュレーションで生成した人工バイナリトランザクション

時系列に提案モデリング手法を適用し，状態遷移行列 Aを推
定する．そして，この状態遷移行列Aを元のシミュレーショ
ン遷移行列 SimMと比較して遷移行列の再現性を評価する．
しかし，対象システムの特性に注目するため，行列の各要素で
はなく行列が持つ固有値の誤差により検証を行う．ここで，い
くつかの誤差指標を導入する．
固有値の誤差 E�� 固有値 �x に関する推定値 �y の誤差を一
般的に

E
���x� �y� � jRe��x��Re��y�j� jIm��x�� Im��y�j ���

�
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で定義する．Reは実部であり Imは虚部を表す．
固有値集合の誤差 E� 　二つの固有値の集合 H � f�I jI �

�� �� ���� Ng，H � � f��J jJ � �� �� ��� Ngが与えられているとす
る．今，H の固有値集合から H � の固有値集合への全単写像
F � H � H � の誤差を

X

��I�H��
�

J
�F ��I�

E
���I � �

�

J �

と定義し，更に上記が最小となる条件を満たす全単写像を Fmin

とする．その時，平均誤差を

E�H�H�� �
�

N

X

��I�H��
�

J
�Fmin��I �

E
���I � �

�

J � ���

と定義する．
シミュレーションの遷移行列 SimMが持つ固有値の集合を

H � f�SimM
I jI � �� �� ���� Ngとし，モデリングで得られたA

の固有値集合をH � � f�AJ jJ � �� �� ��� Ngとすれば，誤差は式
���となる．しかしながら，実数と複素数固有値の推定能力を
区別しながら評価するため，SimMの固有値集合を実数固有
値集合 �SimM�r � f�SimM�r

� � �
SimM�r
� � ���� �

SimM�r

Nr gおよび複
素数固有値集合 �SimM�c � f�SimM�c

� � �
SimM�c
� � ���� �

SimM�c

Nc g

に分ける（Nr �Nc � N）．実数の固有値，複素数固有の推
定平均誤差はそれぞれ，

Ereal 　� �
Nr

NrP
i��

E���SimM�r
i � Fmin��

SimM�r
i ��

Ecomplex � �
Nc

NcP
i��

E���SimM�c
i � Fmin��

SimM�c
i ��

とする．その時，式 ���は E � Nr
N
�Ereal �

Nc
N
�Ecomplex と

なる．

��� 実験評価結果
様々なシステムの特性に対する同定能力の検討をするため

に，変数の数 N を �，	とし時間ステップ数 T を �


とし
て，遷移行列の固有値集合を表 �のように設定して ��通りの
人工バイナリ時系列データを生成した．但し，N � �の場合，
��� ��� �� を用い，N � 	 の場合は �� も用いる．ここでは，
対象が安定なシステムである場合のみを考察するため，全て
の固有値の絶対値を �以下としている．N � �の場合，L� 正
則化のパラメータ � を 
��とし，N � 	の場合，� � 
���


に設定しモデリング手法を適用した．得られたモデル遷移行
列の固有値誤差を計算した結果を図 �，�に示す．シミュレー
ション遷移行列 SimMが絶対値 �となる複素数固有値を持つ
場合 �セット����������	��
����，複素固有値の平均誤差
Ecomplex は小さいが，実数固有値の平均誤差 Ereal は相当大
きい．絶対値 �の複素固有値についてはシミュレーションシ
ステムの状態ベクトルが周期的に減衰せず振動する．従って，
その特性がバイナリデータの全体に反映されるので，ほぼ正確
にモデル推定可能である．一方，実数固有値は �より小さいの
で，シミュレーションの状態遷移では短いステップでそれを反
映する挙動が消える．そのため，モデル推定は難しい．��と
��の固有値セットに対する誤差もこの議論を補強する．��

の場合，複素固有値はなく振動しないが，実数固有値 �によ
りシステム状態ベクトルが長い時間経てば遷移行列の固有値 �

に対応する固有ベクトルに収束しバイナリデータはほぼ一定と
なる．逆に，��の場合は，全ての固有値の絶対値が �より小

表 �� シミュレーション遷移行列の固有値集合
セット �� �� �� ��

�� 
�����
���
i 
�����
���
 
���� 
�	��

�� 
�	

�
���
i 
�	

�
���
i 
���� 
�	��

�� 
�
���
��
�i 
�
���
���
i 
���� 
�	��

�	 
���
�
����i 
���
�
����i 
���� 
�	��

�
 
�����
����i 
�����
����i 
���� 
�	��

�� 
�����
����i 
�����
����i 
���� 
�	��

�� � 
�		
 
�
�� 
�	��

�� 
�	
	�
��
�i 
�	
	�
��
�i 
���� 
�	��

さいので，状態ベクトルが早く 
になり，観測過程はほぼラン
ダムになりモデル化が困難である．この結果により，提案した
モデリング手法では，複素数固有値に対応する振動などを表す
システムの主要ダイナミクスの特性を正しく同定することは可
能であるが，小さな実数固有値に対応する挙動の推定は難しい
と考えられる．
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次に，本モデリング手法によって同定された状態遷移行列の
固有値が，シミュレーションで用いた真の行列の固有値からど
のように偏移するかを考察する．図 �� 	はシミュレーション
遷移行列および推定遷移行列の複素固有値のプロットである．
四角印 �シミュレーション固有値）と三角印（推定した固有値）
の間のバーは誤差を表す．図 �� 	より全体として誤差は小さ
いが，特に複素固有値の偏角が大きいほど誤差が小さくなる傾
向が見られる．偏角が大きい固有値は状態の振動周期が短い．

�
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これは一時間区間中により多くの振動変動が現れ，遷移特性が
明確であるため，そのダイナミクスを獲得しやすいからと考え
られる．
図 �は，��のデータについて，データの時間ステップ数 T

に対して同定精度がどう変化するを示している．これより，事
例数が増えると複素固有値に関する平均誤差 Ecomplexが減少
し，反対に 	より小さい実数の固有値に関する誤差 Ereal が
大きくなる傾向が見られる．定理 �により T が大きく状態ベ
クトルが正しければ L� 正則化を用いて真の遷移行列により近
い遷移行列を推定できる．その理由で Ecomplexが下がる．し
かしながら，単調減衰する挙動を示す実数固有値に関しては，
挙動の定常性が成立せず精度は改善されない．

�� まとめ

本稿では線形ダイナミクスシステムからランダム過程によ
り観測されるバイナリトランザクション時系列データの確率的
状態遷移モデルとそのモデリング手法を提案した．このアプ
ローチの重要な点はバイナリデータのみから対象システムにお
いて働いているダイナミクスモデルを発掘できることである．
今後は実用化に向けて，提案手法をより高度化し，大きい変数
個数 N を持つ大規模システムに適用可能とする予定である．
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