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This paper considers many-to-one matching problems (e.g. matching students to schools) with distributional
constraints. We study a problem where distributional constraints are imposed in relative terms. In standard
settings, distributional constraints are often imposed in absolute terms, e.g., maximum quota of a school. However,
there are many real-life situations where distributional constraints are expressed with relative terms such as ratio
or proportion. As far as we are aware of, there is very limited literature addressing such kind of constraints. In
this paper, we define the matching problems with relative distributional constraints and introduce a new quota
reduction mechanism that works under the setting. We theoretically show that our mechanism satisfies fairness
and strategyproofness, and by comparing with an artificial cap mechanism via simulation experiments, we further
illustrate that our mechanism has an advantage in terms of efficiency.

1. 序論

学生と学校，研修医と病院のような二種類のエージェント
間の望ましい組合せについて考える問題はマッチング問題と
呼ばれ，Gale と Shapley [Gale 62] により初めて定式化され
た．彼らによる提唱以降，マッチング問題における理論的性質
の分析や現実的なモデルへの応用は，経済学，人工知能，マル
チエージェントシステムの分野で広く論じられている．
マッチング理論を基にした公的な制度として，学生に入学する

学校を選択する機会を与える学校選択制が存在する [安田 10]．
市町村教育委員会が学生の居住区を基に公立校への学生の割当
を決定することが一般的であるが，学校選択制を採用すること
で，学生が自由に自身の望む学校に進学する機会を得ることが
できる．学校選択制の適用にあたり，想定され得る現実的な制
約下において学生を学校に割り当てる学校選択問題を考察する
ことは有意義だといえる．
学校選択問題においては，割り当てられる学生の人数が個別

の学校の定員数以下となることを保証する上限制約が一般的に
存在する．例えば，日本の東京 23区が採用している制度にお
いて，各学校の受け入れ学生数の上限は東京都教育委員会が各
通学区域内の学生数を調査した上で定められている [安田 10]．
学校選択問題に限らず広くマッチング問題において，割り当て
られる学生数の上限といった絶対的な値を制約として用いる状
況は活発に議論されている [Fragiadakis 16]．
しかし，制約として相対的な値を考慮する状況も存在する．文

献 [Nguyen 17]では以下の実例を挙げている．1989年，ニュー
ヨーク州ホワイトプレインズの学校では，黒人とヒスパニック
とそれ以外の人々 (アジア人や白人など) を各学校でほぼ同じ
割合で受け入れ，かつ，各学校との割合の差を 5%以内にする
という制約が存在した．
現実のマッチング問題ではこのような相対的制約を考慮す
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る状況が数多く存在するが，実際に相対的制約を扱っている既
存研究は少ない．そのため，相対的制約が課された際に既存研
究の成果を用いる場合には，相対的制約から絶対的制約を適切
に設定する必要がある．しかし，学校選択制を利用する学生の
総数が事前に把握できない状況などにおいては，絶対的制約の
適切な設定は困難である．
本稿ではこのような相対的制約下における学校選択問題につ

いて考察する．本稿では相対的制約の一つとして，割当数が最
大の学校と最小の学校の割当数の比率の制御を行う，ratioと
呼ばれる値を用いた制約を導入する．より具体的には，ratio

は「割当数が最大の学校の割当数」に対する「割当数が最小の
学校の割当数」の比率の下限値を表す．
本稿ではまず，ratioによる制約下において公平性，戦略的操

作不可能性を満たす既存メカニズムである Artificial Cap De-

ferred Acceptance メカニズム (ACDA) を紹介する．ACDA

は Artificial Cap (AC) と呼ばれる人為的な各学校の定員を設
けることにより，Deferred Acceptance メカニズム (DA) を実
行するメカニズムである．そして，ACDAは非浪費性の観点
で効率的でないことを具体例をもって示す．次に，ratioによ
る制約下において公平性，戦略的操作不可能性を満たすQuota

Reduction Deferred Acceptanceメカニズム (QRDA)を提案
する．QRDAは絶対的制約を設定する必要がない柔軟なメカ
ニズムである．最後に，QRDA は ACDA より学生の満足度
が高いことを理論的に示し，さらに ACDAより非浪費性の観
点で優れていることを計算機実験により示す．

2. モデル

ratioによる制約下における学校選択問題のインスタンスは
(S,C,X,≻S ,≻C , ratio)の組で定義される．S = {s1, . . . , sn}
は n 人の学生の集合，C = {c1, . . . , cm} は m 校の学校の集
合である．X = S × C は契約の集合であり，契約 (s, c) ∈ X

は学生 sが学校 cに割り当てられることを意味する．X ′ ⊆ X

となる X ′ に関して，X ′
s は {(s, c) ∈ X ′ | c ∈ C} を，X ′

c
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は {(s, c) ∈ X ′ | s ∈ S} を意味する．≻S= (≻s1 , . . . ,≻sn)

は学生が持つ選好順序であり，≻s は学生 s にとっての全学
校に対する厳密な選好を意味する．例えば，学生 s が厳密に
学校 c′ よりも学校 c を好む場合，(s, c) ≻s (s, c′) と表す．
≻C= (≻c1 , . . . ,≻cm)は学校が持つ優先順序であり，≻c は学
校 cにとっての全学生に対する厳密な選好を意味する．例えば，
学校 cが厳密に学生 s′よりも学生 sを好む場合，(s, c) ≻c (s′, c)

と表す．ratio は学校の割当数に関する相対的な値で，「割当
数が最大の学校の割当数」に対する「割当数が最小の学校の割
当数」の比率の下限値を表す．値が大きいほど割当数の最大
値，最小値の差が小さく，割当数の分散を抑える目的で用いら
れる．
ここで，関数 µ : 2X → Zを定義する．X ′ ⊆ X となる X ′

に関して，µ(X ′)は任意の c ∈ C \ {c′}について |X ′
c′ | ≤ |X ′

c|
を満たす c′ ∈ C の割当数 |X ′

c′ |を返す．同様に，ν : 2X → Z
を，任意の c ∈ C \ {c′}について |X ′

c′ | ≥ |X ′
c|を満たす c′ の

割当数 |X ′
c′ |を返す関数として定義する．この二つの関数を用

いて，r : 2X → [0, 1] を r(X ′) = µ(X ′) / ν(X ′) として定義
する．r(X ′) は，X ′ ⊆ X における「割当数が最大の学校の
割当数」に対する「割当数が最小の学校の割当数」の比率を返
す．以上の定義を用いて，|X ′| = n かつ r(X ′) ≥ ratioが成
り立つとき，X ′ は学校側実現可能であるという．また，任意
の s ∈ S について |X ′

s| = 1が成り立つとき，X ′ は学生側実
現可能であるという．X ′ が学生側実現可能かつ学校側実現可
能であるとき，X ′ は実現可能であるという ∗1．実現可能な契
約の集合を，特にマッチングと呼ぶ ∗2．また，≻S を入力とし
てマッチングを出力する手続きをメカニズムと呼ぶ．メカニ
ズム φにより ≻S を入力として得られたマッチングを φ(≻S)

と表し，φs(≻S)を {(s, c) ∈ φ(≻S) | c ∈ C}とする．
以降では，ある二つの要素数mのベクトル ζ, ζ′ ∈ Zm に関

して，任意の i ∈ {1, 2, . . . ,m} について ζi ≤ ζ′i であるとき
ζ ≤ ζ′ と表す．また，ある二つのマッチング X ′, X ′′ ⊆ X と
学生 s ∈ SについてX ′

s = {x′}, X ′′
s = {x′′}かつ x′ ≻s x′′が

成り立つとき，X ′
s ≻s X ′′

s と表し，特に， X ′
s ≻s X ′′

s または
X ′

s = X ′′
s であるときX ′

s ⪰s X ′′
s と表す．さらに，s以外の学

生の選好順序を ≻−s として表し，≻S= (≻s,≻−s)とする．
以下，メカニズムやマッチングに望まれる性質を定義する．

定義 1 (公平性) マッチング X ′ に対し，学生 s が他の学生
s′ ( ̸= s)に妥当な不満を持つとは，(s, c′) ≻s (s, c)となるよう
な (s, c), (s′, c′) ∈ X ′, (s, c′) ∈ X \ X ′ について (s, c′) ≻c′

(s′, c′) が成り立つことをいう．マッチング X ′ が公平性を満
たすとは，X ′ において妥当な不満を持つ学生が存在しないこ
とをいう．また，公平性を満たすマッチングを常に出力すると
き，そのメカニズムは公平性を満たすという．

つまり，学生 sが s′ に妥当な不満を持つとは，sは現在割
り当てられている学校よりも c′ の方が好ましく，c′ も現在受
け入れている s′ より sの優先順序が高いという場合を指す．

定義 2 (非浪費性) マッチング X ′ に対し，学生 s が学校 c′

に空きシートを要求するとは，(s, c′) ≻s (s, c) となるような
(s, c) ∈ X ′, (s, c′) ∈ X \X ′ について (X ′ \X ′

s)∪{(s, c′)}が
学校側実現可能であることをいう．マッチングX ′ が非浪費性

∗1 詳細な説明は割愛するが，本モデルでは 0 ≤ ratio ≤ ⌊ n
m
⌋ / ⌈ n

m
⌉

とすることで，実現可能な契約の集合の存在性が保証される．
∗2 マッチング理論の慣習上，単に X′ ⊆ X となる X′ をマッチン
グと呼ぶこともある．

を満たすとは，X ′ において空きシートを要求する学生が存在
しないことをいう．また，非浪費性を満たすマッチングを常に
出力するとき，そのメカニズムは非浪費性を満たすという．

つまり，学生 sが学校 c′ に空きシートを要求するとは，sが
現在割り当てられている学校よりも c′ の方が好ましく，s が
現在の割当から c′ の割当に変更したとしても，マッチングが
実現可能である場合を指す．

定義 3 (戦略的操作不可能性) メカニズムがφが戦略的操作不
可能性を満たすとは，任意の s, ≻s, ≻̃s, ≻−sについてφs((≻s,

≻−s)) ⪰s φs((≻̃s,≻−s)) が成り立つことをいう．

つまり，戦略的操作不可能性を満たすメカニズムにおいて
は，どの学生も他の学生の申告に関わらず，自身の選好順序を
偽って申告する誘因を持たない．

3. メカニズム

本章では，ratio による制約を扱うメカニズムを紹介する．
また，メカニズムが満たす理論的性質を示す．

3.1 既存メカニズム: Artificial Cap Deferred Ac-
ceptance メカニズム (ACDA)

本節では文献 [Goto 16]を基に，Artificial Cap (AC)と呼ば
れる人為的な上限を用いて Deferred Acceptance メカニズム
(DA) [Gale 62] を実行する Artificial Cap Deferred Accep-

tance メカニズム (ACDA) を紹介する．DAは，学校の上限
ベクトル qC = (qc1 , ..., qcm) を用いた (S,C,X,≻S ,≻C , qC)

の組の下で動作する．ここで，qc は学校 cの上限を意味する．

定義 4 (DA)

Step 1 各学生 sはまだ拒否されていない学校のうち≻sにお
いて最も好む学校に申し込む．

Step 2 申し込まれた各学校 c はこれまで申込があった学生
のうち ≻c の上位 qc 人までを受け入れ，残りの学生を拒
否する．

Step 3 拒否される学生が存在しなければ，メカニズムを終了
する．そうでないなら，Step 1に戻る．

ACDAはACの定め方により，下限制約といった様々な制約
を扱うことができる汎用性の高いメカニズムである [Goto 16]．
本稿では ACDA が実現可能なマッチングを常に出力するよ
う，以下の定義 5 の手続きにより定まる要素数 m のベクト
ル ζ ∈ Zm を ACとして定める．定義 5の手続きは，学校に
対する順序 P を用いる．ここで一般性を失うことなく，P を
c1, c2, . . . , cm, c1, c2, . . .とする．

定義 5 (ACの決定方法)

Step 1 ζi を学校 ci の上限とし，任意の i ∈ {1, 2, . . . ,m}に
ついて ζi ← nとする．

Step 2 n人の学生を cm に割り当てる．もし上限 ζm を超え
る場合は，超える学生を cm−1 に割り当てる．さらに上
限 ζm−1 を超える場合は，超える学生を cm−2 に割り当
てる．これらの操作を，上限を超える学生が現れなくな
るまで繰り返す．
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Step 3 割り当てた結果が実現可能であれば終了する．実現可
能でなければ，順序 P に従い学校 ci を選び，ζi ← ζi− 1

として Step 2に戻る．

この手続きで得られる ζ を用いて，ACDAは以下で定義さ
れる．

定義 6 (ACDA) 定義 5より得られる ζ を ACとして DA

を実行する．つまり，任意の i ∈ {1, 2, . . . ,m}について qci ←
ζi とし，ratio の代わりに学校の上限ベクトル qC を用いた
(S,C,X,≻S ,≻C , qC)の組において DAを実行する．

ACDA について以下の定理が成り立つことを示す．また，
ACDAの動作例を例 1に示す．

定理 1 ACDAは公平性，戦略的操作不可能性を満たす．

証明 1 qC は外因的に与えられることと，DAは公平性と戦略
的操作不可能性を満たす [Gale 62, Dubins 81] ことより，定
理 1を得る． 2

例 1 S = {s1, s2, s3, s4, s5, s6}，C = {c1, c2, c3}，ratio =

1/3である場合を考える．各学校 cが持つ優先順序は共通して
s1 ≻c s2 ≻c s3 ≻c s4 ≻c s5 ≻c s6 とし，学生 s5, s6 が持つ選
好順序はそれぞれ，c1 ≻s5 c3 ≻s5 c2，c2 ≻s6 c3 ≻s6 c1 であ
り，それ以外の各学生 sは共通して c1 ≻s c2 ≻s c3 であると
する．

ACは定義 5より (2, 2, 3)と定まる．よって，qC = (2, 2, 3)

として DA を実行する．まず，各学生は最も好む学校に申し
込む．つまり，s1, s2, s3, s4, s5 は c1 に，s6 は c2 に申し込む．
c1 は上限まで優先順序に従い s1, s2 を受け入れ s3, s4, s5 を拒
否し，c2 は s6 を受け入れる．拒否された s3, s4 は c1 の次に
好ましい c2 に，s5 は c3 にそれぞれ申し込む．c2 は先程受け
入れていた s6 を含めて上限まで優先順序に従い s3, s4 を受け
入れ s6 を拒否し，c3 は s5 を受け入れる．拒否された s6 は c2
の次に好ましい c3 に申し込む．c3 は先程受け入れていた s5
を含めて上限まで優先順序に従い s5, s6を受け入れる．このと
き拒否される学生が存在しないためメカニズムを終了する．
以上より得られるマッチングは X ′ = {(s1, c1), (s2, c1),

(s3, c2), (s4, c2), (s5, c3), (s6, c3)} となる．X ′ において s3 は
c1 に空きシートを要求する．なぜならば，r((X ′ \ X ′

s3) ∪
{(s3, c1)}) = 1/3 ≥ ratio となるためである．同様に，s4, s5
は c1 に，s6 は c2 にそれぞれ空きシートを要求する．例 1に
おいて多くの学生が空きシートを要求するため，非浪費性の観
点で非常に効率的でない．

3.2 提案メカニズム: Quota Reduction Deferred
Acceptance メカニズム (QRDA)

本節では，公平性，戦略的操作不可能性を満たすメカニズ
ムであるQuota Reduction Deferred Acceptance メカニズム
(QRDA) を提案する．QRDAはステージが進むごとに各学校
の定員を減らすメカニズムであり，文献 [Fragiadakis 16] の
Dynamic Quotas Deferred Acceptance メカニズムに基づく．
また，絶対的制約を設定する必要がない柔軟なメカニズムであ
る．ACDAと同様に，QRDAも実現可能なマッチングを常に
出力する．以降，動的な上限である場合には静的な上限との差
異を強調するために，学校の上限ベクトルを q̂C = (q̂c1 , ..., q̂cm)

として用いる．QRDAではACDAで用いた順序 P を用いる．

定義 7 (QRDA) 任意の学校 c ∈ C について q̂1c ← nとし，
ステージ 1に進む．

ステージ k: ratioの代わりに学校の上限ベクトル q̂kC を用い
た (S,C,X,≻S ,≻C , q̂

k
C)の組においてDAを実行し得ら

れるマッチングをXk とする．Xk が実現可能であれば，
Xk を出力しメカニズムが終了する．そうでなければ，順
序 P に従い学校 cを選び，q̂k+1

c ← q̂kc − 1とし，他の学
校 c′ については q̂k+1

c′ ← q̂kc′ とする．その後，ステージ
k + 1に進む．

QRDAは，各ステージにおいて DAを実行する．その結果
が実現可能でなければ順序 P に従い学校を選び，その学校の
定員を減らした上でDAを実行する．この一連の手続きを，実
現可能なマッチングが得られるまで繰り返し実行するメカニズ
ムである．以下に，例 1における QRDAの動作例を示す．

例 2 n = 6 より q̂1C = (6, 6, 6) としステージ 1 に進む．こ
の上限で DA を実行すると X1 = {(s1, c1), (s2, c1), (s3, c1),
(s4, c1), (s5, c1), (s6, c2)} を得る．r(X1) = 0/5 = 0であり実
現可能ではないため P に従い選ばれた学校 c1 の定員を一つ
減らす．つまり，q̂2c1 ← 5 としてステージ 2 に進む．ステー
ジ 2 では q̂2C = (5, 6, 6) として DA を実行するが，ステージ
1と得られるマッチングは同等である．この結果はステージ 4

まで続く．ステージ 5 では q̂5C = (4, 5, 5) として DA を実行
し，X5 = {(s1, c1), (s2, c1), (s3, c1), (s4, c1), (s5, c3), (s6, c2)}
を得る．r(X5) = 1/4 であり実現可能ではないため P に
従い c2 の定員を一つ減らす．この結果はステージ 7 まで続
く．ステージ 8 では q̂8C = (3, 4, 4) として DA を実行し，
X8 = {(s1, c1), (s2, c1), (s3, c1), (s4, c2), (s5, c3), (s6, c2)} を
得る．r(X8) = 1/3であり実現可能であるため，X8 を出力し
メカニズムが終了する．
このマッチングにおいて s1, s2, s3, s6は最も好む学校に割り

当てられており，空きシートを要求することはない．s4 は c1
より好ましくない c2に割り当てられているが，r((X8 \X8

s4)∪
{(s4, c1)}) = 1/4 < ratio となる．よって空きシートを要求
することはない．s5 も同様の理由により，空きシートを要求
することはない．以上より，例 2 の結果において空きシート
を要求する学生は存在しない．

例 1において，ACDAは ACにより許容される人数，つま
り高々 2人を学校 c1に割り当てる．しかしながら，QRDAは
ACを超える人数 3人を割り当てることができる．以上の理由
から，空きシートを要求する学生が減少したと考えられる．

3.3 QRDAの理論的性質
ACDAは DAと同等の動作のメカニズムであるが，QRDA

は DAを繰り返し実行する点で異なる．しかし，QRDAにお
いても ACDAと同様に以下の定理が成り立つことを示す．

定理 2 QRDAは公平性，戦略的操作不可能性を満たす．

証明 2 QRDAがステージ k で終了したと仮定する．得られ
たマッチング Xk は (S,C,X,≻S ,≻C , q̂

k
C) の組において DA

によって得られるマッチングと同等である．文献 [Gale 62]よ
り DAは公平性を満たすため，Xk も公平性を満たすマッチン
グである．以上より，QRDAは公平性を満たす．QRDAが戦
略的操作不可能性を満たすことの証明は，紙幅の都合上割愛す
るが，文献 [Goto 16]の定理 2の証明に準ずる． 2
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図 1: 空きシートを要求する学生の割合

QRDAは ACDAと同様に非浪費性を満たさない．しかし，
QRDA により割り当てられた学校よりも ACDA により割り
当てられた学校を好む学生は存在しない．この事実を以下の定
理 3で示す．

定理 3 任意のインスタンスにおいて，QRDAの出力するマッチ
ングをXQRDA，ACDAの出力するマッチングをXACDAとす
る．このとき任意の学生 s ∈ S についてXQRDA

s ⪰s XACDA
s

が成り立つ．

定理 3を証明するために，学校の定員に関する単調性を定義
する．DAは学校の定員に関する単調性を満たす [Ehlers 16]．

定義 8 (学校の定員に関する単調性) (S,C,X,≻S ,≻C , q
′
C)

の組においてメカニズム φ が出力するマッチングを X ′，
(S,C,X,≻S ,≻C , q

′′
C)の組において φが出力するマッチング

を X ′′ とする．ただし，q′C ≥ q′′C とする．このとき任意の
≻S , s ∈ S について X ′

s ⪰s X ′′
s が成り立つとき，φは学校の

定員に関する単調性を満たすという．

定義 8は，学校の上限が増えた場合，任意の学生の割当は
良くなりこそすれ，悪くなることはないということを表して
いる．

証明 3 QRDA と ACDA の動作より，ζ ≤ q̂kC である．た
だし ζ は AC を，q̂kC は QRDA が終了するステージ k にお
ける学校の上限を表す．QRDA，ACDAが終了するステージ
において得られるマッチングXQRDA，XACDA は，それぞれ
(S,C,X,≻S ,≻C , q̂

k
C)，(S,C,X,≻S ,≻C , ζ)の組においてDA

を実行して得られるマッチングと同等である．DAは学校の定
員に関する単調性を満たすことから，任意の ≻S , s ∈ S につ
いて XQRDA

s ⪰s XACDA
s が成り立つ． 2

4. 評価

本章では，計算機実験によって ACDAと QRDAの性能を
評価する．ここでは，学生数 n = 100，学校数m = 10，相対
的制約 ratio = 1/4と設定する．
学生の選好順序については，各学生ごとに各学校に対する評

価値を生成し，その評価値に基づいて順序を定める．各学生の
各学校に対する評価値は以下の方法で定める．まず全ての学生
に共通のベクトル ucom を [0, 1]m から一様分布により生成す
る．次に各学生 sに固有のベクトル us を同様に [0, 1]m から

一様分布により生成する．また，パラメータ α ∈ [0, 1]を設定
する．以上 ucom, us, αによって，各学校に対する sの評価値
を αucom + (1− α)us で与える．つまり αの値が大きいほど
学生の選好の相関が強くなり，値が小さいほど学生の選好の相
関が弱くなる．また，学校の優先順序は一様分布により生成す
る．ucom, us,学校の優先順序に関して 100個のインスタンス
を生成し，各 αに対して 100問の実行結果の平均をとる．
図 1は各 αにおいて空きシートを要求する学生の割合を示

している．任意の αにおいて，ACDAより QRDAの方が空
きシートを要求する学生の割合が低いことが確認できる．

5. 結論
本稿では，相対的制約として ratioがモデルに存在する場合

を考察した．この ratioによる制約下における既存メカニズム
として ACDAが存在したが，新たなメカニズム QRDAを提
案し，公平性，戦略的操作不可能性を満たすメカニズムである
ことを証明した．最後に，QRDA は ACDA より学生の満足
度が高いことを理論的に示し，さらに ACDAより非浪費性の
観点で優れていることを計算機実験により示した．
今後の研究課題としては，ratioによる制約下において，公

平性，非浪費性，戦略的操作不可能性を満たすメカニズムが存
在するか否かを考察することが挙げられる．存在すればそのよ
うなメカニズムの提案，存在しなければ，QRDAより非浪費
性の観点で優れる新たなメカニズムの提案が考えられる．
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