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Structurally-regularized learning has recently studied actively in high-dimensional settings because it results in
sparse models and it could yield interpretable models than non-structurelly regularized learning methods, such as
Lasso. In almost all existing structurally regularized learning, we need prior knowledge about structure in model
parameters. In this paper, we develop a probabilistic model for estimating group structures for latent group Lasso,
and a greedy optimization algorithm for this problem. We empirically show that group structures can be recovered
when the data are generated from the model.

1. はじめに

近年，Group Lassoなどに代表される構造正則化学習が注
目を集め，よく研究されている．構造正則化学習とは，学習対
象の変数間になんらかの離散構造を仮定し，それに沿った正則
化項を用いる学習手法である．そのような正則化項を与えるこ
とによって，学習解の定性的解釈性を向上したり，モデルの予
測精度をよくすることができる．さらに，離散構造に沿ったス
パースな解を与えるため，高次元データの解析に有用である．
一方で，構造正則化学習を行うためにはデータ解析者が事

前に離散構造を設定する必要があり，解析対象のデータに関す
る知識を持たない場合に適用することができない．そこで，解
析者がデータに関する知識を持たない場合にも，データ中の
なんらかのクラスタ構造を学習の中で発見しながら解を導く
OSCAR [4]といった手法の研究が行われている．しかし，既
存のそういった手法では Group Lassoなどで用いられるよう
な複雑な離散構造を与えることはできないため，複雑な離散構
造を観測データから学習する手法の研究は重要な課題である．
そこで，本研究では Group Lasso に確率モデルを導入し，

そのもとで，離散構造を最尤推定するアルゴリズムを提案す
る．また，そのアルゴリズムの妥当性をシミュレーション実験
によって検証する．
本稿の構成は以下のようである．まず，2. では本研究で推

定を行う変数間の離散構造について具体的な定義を与える．ま
た，Group Lasso の概要とその拡張である潜在グループ正則
化について説明する．3. では本研究で用いる確率モデルを示
し，それに基づいて離散構造に関する尤度関数を定義する．4.

では定義した尤度関数を最大化するための貪欲的最大化アルゴ
リズムを提案する．そして，5. で人工的に生成したデータを
用いたシミュレーション実験を行い，6.で結論を述べる．

2. 先行研究

2.1 Group Lasso
Group Lasso は Lasso の拡張として提案された．Group

Lassoでは Lassoと同様にスパースな解を導くが，このとき，
事前に与えられる離散構造に沿ったスパースな解となる．
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いま，モデルのパラメータ w = (w1 w2 . . . wP )
T の索引

集合を S = {1, 2, . . . , P}とし，事前に与えられる離散構造を
A ⊆ 2S と表す．ここで，2S は索引集合 S のべき集合である．
このとき，Group Lassoにおける罰金項は，

Ω(w) =
∑
A∈A

||wA||2 (1)

で与えられる．ここで，wA ∈ RP はグループ A ∈ Aに含ま
れていない数字を添え字にもつ要素が 0であるベクトルで，

(wA)i =

{
(w)i (i ∈ A)

0 (i /∈ A)

となる．
以降の議論では，本節で与えたAのような変数が集合によっ

てグループ分けされる離散構造をグループ構造と呼ぶことに
する．

2.2 潜在グループ正則化
2.1節で紹介した通常のGroup Lassoは，与えられたグルー

プ構造に沿ってグループ単位のスパースな解を与える．しか
し，Group Lasso によって得られる解は特徴選択によって選
ばれなかったグループの補集合となる．したがって，複数のグ
ループに含まれる要素は，単一のグループにしか含まれない要
素に比べて解として残りにくい．さらに，グループは解として
選択されているにも関わらず，その中のいくつかの要素が解か
ら欠けることは，解釈性の面からみても不都合な場合が多い．
そこで，潜在変数 {vA}A∈A をもちいた次の罰金項が提案され
ている [2] [3]．

Ω(w) =
∑
A∈A

||vA||2f(A)
1
2 (2)

ここで，vA ∈ RP はグループ A ∈ A に含まれていない数字
を添え字にもつ要素が 0のベクトルである．また，f(A)はグ
ループ Aの学習における重要度を表し，f(A)の値が小さいほ
どグループ Aは重要となる．そして，この正則化学習ではモ
デルのパラメータ w ∈ RP が

w =
∑
A∈A

vA
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図 1: Group Lassoによる解

図 2: 潜在グループ正則化による解

で与えられる．この罰金項 (2)は潜在変数を用いてグループ構
造を表しているので，潜在グループ正則化と呼ぶことにする．
潜在グループ正則化を用いることによって，グループ単位でス
パースな解が得られ，かつ，Group Lasso とは異なり，その
解は選ばれたグループの結合となる．Group Lasso と潜在グ
ループ正則化によって得られる解の違いを図 1と図 2に示す.

図 1,図 2において，赤，黄，緑の円がそれぞれグループを表
し，学習の結果,赤と緑のグループが選択されている．Group

Lassoによる学習の結果では赤，緑のそれぞれのグループから
黄のグループと共通の要素は消えている．一方，潜在グループ
正則化では黄のグループにだけ含まれる要素のみが学習の結果
から消える．

3. 確率モデルと問題の定式化

3.1 確率モデル
線形モデルのマルチタスク学習を考える．マルチタスク学

習とは,関連する複数のタスクを同時に学習させることで，こ
れらのタスクに共通の要因を獲得させる手法である．本研究に
おいては，フィッティングパラメータの値は異なるが，グルー
プ構造は同一であるような複数の潜在グループ正則化学習を
同時に学習することで，共通の要因であるグループ構造を獲得
する．

いま，k番目のタスクにおいて，出力 yk ∈ RNk

が計画行列

Xk ∈ RNk×P の線形モデルに分散 σ2 のガウス雑音が加わっ
たものとして，

yk ∼ N (Xkwk, σ2I) (3)

で与えられるとする．ここで，wk ∈ RP は k番目のタスクに
おけるモデルのパラメータ，I はNk ×Nk の単位行列である．
さらに，パラメータwk は潜在的にグループ構造A ⊆ 2S を

もち，潜在変数 {vk
A}A∈A を用いて，

wk =
∑
A∈A

vk
A (4)

で与えられるとする．ここで，vA ∈ RP はグループ A ∈ Aに
含まれていない数字を添え字にもつ要素が 0 のベクトルであ

図 3: 確率モデルのグラフィカル表現

る．このとき，yk が従う分布は

yk ∼ N
(
Xk

∑
A∈A

vk
A, σ

2I
)

(5)

となる．そして，潜在変数 {vk
A}A∈A に事前分布

p(vk
A|f(A)) = qA(||vk

A||2f(A)
1
2 )f(A)

|A|
2 (6)

を与える.ここで， qA は Aについてその基数 |A|のみに依存
する裾の重い分布であり， {vk

A}A∈A は各グループ Aで互い
に独立とする．また，f(A) はそれぞれのグループ A ∈ A が
固有にもつ分布のパラメータである．
以上の確率モデルを図 3 に示す. この確率モ

デ ル に お い て ，{vk
A}k=1,2,...,K,A∈A の 対 数 尤 度 は∑

A∈A log qA(||vk
A||2f(A)

1
2 ) で，これは前章 2.2 節で紹

介した罰金項 (2)とよく似た式となる．したがって,潜在変数
vk
A に事前分布 (6)を用いてMAP推定することは式 (2)を用
いて学習を正則化することに対応する．ゆえに，周辺尤度，

p(y1, . . . ,yK |X1, . . . , XK , {f(A)}A∈A, σ2I)

=

K∏
k=1

∫
p(yk|Xk, {vk

A}A∈A, σ2I)
∏
A∈A

p(vk
A|f(A))dvk

A (7)

を {f(A)}A∈A について最大化することによって，前章 2.2節
の潜在グループ正則化におけるグループの重要度 f(A)を推定
することができる [1]．
以降の節において，この確率モデルにおけるグループ構造

Aを推定することについて説明する．

3.2 問題の定式化
この節では，グループ構造Aを推定するためにAに対する

尤度を導出し，問題を定式化する．
フィッティングパラメータ wk ∈ RP は潜在変数 vk

A ∈ RP

をもちいて式 (4)で与えられるから，wk の確率密度関数を vk
A

の確率密度関数から求めることができるとし，wk の確率密度
関数を

p(wk|A) = p(wk|{p(vk
A|f(A))}A∈A) (8)

とおく．このとき，出力 yk の分布がパラメータとしてフィッ
ティングパラメータ wk をもつと考えると，同時尤度は，

p(y1, . . . ,yK ,w1, . . . ,wK |X1, . . . , XK ,A, σ2I)

=

K∏
k=1

p(yk|Xk,wk, σ2I)p(wk|A)

=

K∏
k=1

p(yk|Xk,wk, σ2I)p(wk|{p(vk
A|f(A))}A∈A) (9)
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で与えられる．さらに，この式からフィッティングパラメータ
wk を積分消去して，周辺尤度，

p(y1, . . . ,yK |X1, . . . , XK ,A, σ2I)

=

K∏
k=1

∫
p(yk|Xk,wk, σ2I)p(wk|A)dwk (10)

を得る．よって，本研究の目的であるグループ構造 Aを推定
する問題を，

max
A⊆2S

K∏
k=1

∫
p(yk|Xk,wk, σ2I)p(wk|A)dwk (11)

と定式化する．ここで，S = {1, . . . , P}はフィッティングパラ
メータの索引集合である．
また，本研究ではグループ構造に複数のグループに含まれ

る要素が存在しないことを仮定する．すなわち，

∀A,B ∈ A, A ̸= B ⇒ A ∩B = ∅ (12)

の命題が成り立つと仮定する．このとき,フィッティングパラ
メータwk の各要素は対応する単一の潜在変数 vk

A の値と一致
するため，確率密度関数は，

p(wk|A) =
∏
A∈A

p(vk
A|f(A)) (13)

となる．

4. 最大化アルゴリズム

この節では，前節 (11)式として定式化した問題を解く方法
について説明する．
グループ構造 Aに対する周辺尤度 Lh(A)は，

Lh(A) =

max
{f(A)}A∈A

K∏
k=1

∫
p(yk|Xk,wk, σ2I)

∏
A∈A

p(vk
A|f(A))dvk

A (14)

となり，問題 (11)式は，この値を最大にするAを求めること
を表している．しかし，一般的に，組み合わせに関して式を最
適化する問題は効率的にときにくい．もし，総当たり的にす

べての組み合わせを試す場合，組み合わせの総数はおよそ 22
P

通りある．これは，P = 10程度であったとしても現実的な時
間で解くことが難しくなる．
そこで，本研究では以下の仮定をおく．まず，モデルの推定

したい真のグループ構造を Aとする．そして，グループ構造
B を ∀B ∈ B∃A ∈ A, B ⊆ A を満たすグループ構造とする．
また，グループ構造 C を ∀C ∈ C∃B ∈ B, C ⊆ B を満たすグ
ループ構造とする．このとき，C ̸= B，すなわち，|C| > |B|な
らば，Lh(C) < Lh(B)である．ただし， B, C はともに，式
(12) の条件を満たしているとする．この仮定は，真のグルー
プ構造における要素グループの部分集合のみで構成されたグ
ループ構造同士の尤度を比較するとき，より真のグループ構造
に近いグループ構造のほうが尤度が大きくなることを意味して
いる．
この仮定をもとに作成した推定手法をアルゴリズム 1 に示

す．以下ではこの動作と意図について説明する．
提案手法では，仮定をもとに推定すべき真のグループの部

分集合から探索していき，徐々に真のグループに近づけていく

ことを目的としている．まず，すべての変数が別々のグループ
に属していると仮定し，探索を開始する．すなわち，

A = {{1}, . . . , {P}}

とする．このとき，グループ構造 Aは仮定におけるグループ
構造 B, C と同じ条件をみたす．つぎに，Aから１つグループ
を抜き出し，グループの核とする．この核に対して残りのグ
ループを結合したとき，もし結合した要素が核と同じグルー
プであるならば，尤度は増加する．したがって，アルゴリズム
1では,核となるグループを保持する集合として A′ を定義し，
AのグループをA′ に含まれるグループに結合するか，核とし
て別の新しいグループにするかを周辺尤度の比較によって決定
している．この操作を Aの要素すべてにたいして繰り返すこ
とによって,最終的にグループ構造が A′ として推定できる．

5. 評価実験
この章では，前章で述べた提案手法を人工データに適用し

て性能評価を行い，その結果について考察する．実験は 2 つ
行う．実験 1では提案手法によって実際にグループ構造が推定
可能なことを確かめる．実験 2ではタスク数K の変化に対す
る推定精度を検証する．

5.1 実験条件の設定
本研究では，潜在変数 vk

A の確率密度関数として多変量 t分
布をもちいた．すなわち，

p(vk
A|f(A), a) =

f(A)
|A|
2

Γ(a+ |A|
2
)

Γ(a)

(
1

2π

) |A|
2

(
1 +

||vk
A||22f(A)

2

)−a− |A|
2

(15)

とした．入力値は a = 1.5，ガウス分布の分散 σ2 = 1 とし，
タスク数 K とグループ構造 Aは実験ごとに設定した．また，
{Xk}k=1,...,K は尤度の計算時間を短縮するために単位行列と
した．

5.2 実験 1
実験 1では，タスク数K = 1000，フィッティングパラメー

タの要素数 P = 10とし，グループ構造は，
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表 1: 実験 1-1
A {f(A)}A∈A

生成モデル {{1, 2, 3, 4}, {5, 6}, (0.2, 0.5, 1.0)

{7, 8, 9, 10}}
提案手法 {{1, 2, 3, 4}, {5, 6}, (0.17, 0.36, 0.64)

{7, 8, 9, 10}}
Active Set {{1, 2, 3, 4}, {5}, {6}, (0.20, 0.38, 0.40,

Manner {7}, {8}, {9}, 0.62, 0.63, 0.65,

{10}, {1, 3, 4}, {1, 2, 4}, 0.62, 5.27, 5.65,

{2, 3, 4, 5}} 7.99)

表 2: 実験 1-2
A {f(A)}A∈A

生成モデル {{1}, {2}, {3}, {4}, (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2)

{5, 6, 7, 8, 9, 10}}
提案手法 {{1}, {2}, {3}, {4}, (0.17, 0.18, 0.15, 0.14,

{5, 6, 7, 8, 9, 10}} 0.18)

Active Set {{1}, {2}, {3}, {4}, (0.18, 0.19, 0.16, 0.14,

Manner {5}, {6}, {9}, {10}, 0.19, 0.19, 0.18, 0.22,

{7, 8}, {6, 8, 9}} 0.21, 1.81)

• A = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6}, {7, 8, 9, 10}}, f(A) は順に
0.2, 0.5, 1.0とする.

• A = {{1}, {2}, {3}, {4}, {5, 6, 7, 8, 9, 10}}, f(A)はすべ
てのグループで 0.2とする.

の 2 パターンを試した．また，提案手法の比較対象として，
Active Set Mannerによる貪欲法 [1]も試した．ただし，Active

Set Mannerによる探索では発見されるグループ数が多いので，
f(A)
|A| の値の小さいものから 10グループだけを示す．

5.3 実験 2
実験 2 では，タスク数 K に対する推定精度の検証を行う．

そこで，推定精度を測る尺度として，推定されたグループ構
造における誤ったグループに含まれる要素の数を用いる．これ
は，推定されたグループ構造を真のグループ構造に一致するよ
うにグループ間で要素の移動を行ったときに，要素の最小移動
回数を数えたものである．
誤り要素数をもちいて以下の実験を行った．まず，グループ

構造Aをグループ数 |A| = 3となるようにランダムに生成し，
人工データをつくる．このとき，グループの重要度 f(A)はす
べてのグループで同じ値をもちいた．そして，この人工データ
に対してグループ構造の推定を行い，誤り要素数を求める．こ
の試行を K = 10, 20, . . . , 100, 200, . . . , 1000 として，各タス
ク数 K に対して 20 回ずつ行い，それぞれの誤り要素数の平
均を求める．
この実験は，f(A) = 0.2と f(A) = 20の 2パターンについ

て行った．

5.4 実験結果
実験 1の結果を表 1から表 2に示す．また，実験 2の結果

を図 4に示す．図 4は，行った 2つのパターンについて，横
軸を対数軸としてタスク数 K をとり，縦軸に平均誤り要素数
をとっている．図 4において，それぞれ青曲線は f(A) = 0.2，
赤曲線は f(A) = 20のデータに対する曲線である．

101 102 103
0

1

2

3

4

5

6

7

f(A) = 20

f(A) = 0.2

図 4: タスク数 K に対する誤り要素数の変化グラフ．青は
f(A) = 0.2，赤は f(A) = 20．

6. まとめ

本稿では，潜在グループ正則化学習におけるグループ構造の
自動発見を，潜在グループ構造の推定として定式化し，最尤推
定による特定の条件下での解法を提案した．また，その提案手
法によって実際にグループ構造の推定が可能かどうかをシミュ
レーションによって検証し，その推定精度を評価した．その結
果，グループの重要度が高いグループについては提案手法に
よって推定することができ，タスク数の増加とともに推定精度
もよくなることを確認した．ただし，提案手法は特定の条件下
でしか使うことができないため，より一般の場合にグループ構
造の推定を行うことが今後の課題となる．また，本研究では提
案手法を実データに適用していない．今後は，この手法により
実データから有益な情報を得る試みが必要である．
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