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Correlated equilibrium, a solution concept in the game theory, is an important notion to securely make a decision
in multi-agent systems. Thus, a way of compute the equilibrium in the distributed manner is needed. We tackle
this problem through distributed MaxSAT problems, where each variable is separately controlled by an agent. In
this paper, to compute a correlated equilibrium in the distributed manner, we propose a new algorithm based on
Black box reduction algorithm, which is a kind of no-swap regret algorithms. By using the algorithm, we can
produce a solution arbitrary close to the correlated equilibrium.

1. はじめに
近年のソーシャルネットワークの発達や共有型経済の発展に

より個人が市場に参入することが容易になっており，それに伴
い分散環境における最適化の重要性が増している．本稿では，
分散 MaxSAT の観点からこの問題に取り組む．SAT（充足可
能性判定問題）は判定問題の一種で，様々な問題の理論的解
析に用いられるだけでなく人工知能に関連する多くの応用問
題を表現できる重要な問題である．MaxSAT（最大充足可能性
問題）は，SAT を最適化問題として拡張したもので，充足不
可能な問題に対して可能な限り制約を満たす割当を探す問題
である．分散MaxSATはMaxSATを分散環境に拡張した問題
で，計算資源が分散された状況における計算や１つの計算資源
では計算できないような巨大な問題を表現できる．一般的に，
分散 MaxSATでは，エージェントが存在し互いに情報交換を
しあい最適解を求める．
分散 MaxSATの枠組では，基本的にそれぞれのエージェン

トが協力しあうことを前提としているが，現実世界の応用例
を考慮した場合，必ずしも協力するとは限らない．例えば，あ
る種の問題では，セキュリティの観点から自身の情報をあまり
共有したくないかもしれない．また別の問題では，いくつかの
エージェントは全体の利益を鑑みずに自身の利益のみを追求す
るかもしれない．このような問題設定に対応するために，本稿
では，ゲーム理論の解概念の一種である相関均衡点について考
える．
相関均衡点 [Aumann 74] は，ゲーム理論の重要な解概念の

１つで，ナッシュ均衡を一般化したものである．相関均衡点を
直観的に説明するために，以下のゲームを考える．今，２人の
運転手がそれぞれ別の方向から交差点に向かい進んでいるとす
る．運転手は交差点において，進むと止まるの２つの戦略を持
つ．このゲームのコストを以下のとおりに定めるとする．

• 両ドライバーが共に進むを選択した場合，交差点内で衝
突してしまい，5のコストが発生する．
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• 両ドライバーが止まるを選択した場合，進めなくなり，1
のコストが発生する．

• 互いに異なる戦略を選択した場合，衝突が発生しないた
め，コストが発生しない．

このゲームでは，２つの純粋ナッシュ均衡（互いに異なる戦略
をとる場合）と１つの混合ナッシュ均衡（止まると進むを確率
1/2で選択する場合）を達成する確率分布が存在する．一方で，
戦略の組｛進む，止まる｝と｛止まる，進む｝に対してそれぞ
れ確率 1/2で選択するような確率分布を考えると，これは純粋
ナッシュ均衡でも混合ナッシュ均衡でもないことがわかる．ま
た，この確率分布は上記の例では信号機（信頼のおける第三
者）の振る舞いに対応する．つまり，信号機が確率 1/2でどち
らかの戦略の組を選択している限り，ドライバーはその選択さ
れた戦略から離反する動機を持たないことを表している．この
ような均衡点を相関均衡点と呼ぶ．セキュリティの観点におい
て相関均衡点は良い性質をもつ．なぜなら，運転手は信号機さ
え見ていれば，他の運転手の戦略を見る必要がないためであ
る．つまり，信頼のおける第三者が存在しその第三者が提示す
る戦略に従っていれば，情報が洩れることなく問題を解くこと
ができると言える．
これまでに相関均衡点を利用したセキュアに意思決定をする

ためのプロトコルについては提案されているが [Dodis 00]，相
関均衡点を分散環境で効率的に計算する方法についてはこれま
で提案されていない．そこで，我々は分散 MaxSATにおける
相関均衡点を分散環境で求める方法としてブラックボックスリ
ダクションアルゴリズム [Nisan 07]に基づくアルゴリズムを提
案し，その理論的解析に関して検討する．

2. 準備
太文字はベクトルとして使用する．二つのベクトル xと y

に対して，⟨x,y⟩は内積を表す．つまり，⟨x,y⟩ =
∑

i xi · yi
である．値域D上のある確率分布 P に対して，a ∼ P は分布
P から値 a ∈ D をサンプリングすることを意味する．Eは期
待値の計算を表すものとする．
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2.1 分散MaxSAT
MaxSAT の問題例は ϕ = (X,C,D, f) で定義される．X

は命題変数の集合 X = {x1, x2, . . . , xn} で，命題変数 x と
その否定 ¬x を総称したものをリテラルと呼ぶ．C は節集合
C = {C1, C2, . . . , Cm}を表し，各節 Ci は yi ∈ {xi,¬xi}と
すると，リテラルの論理積 Ci = yi1 ∨ yi2 ∨ · · · ∨ yik で表現さ
れる. また，節 Ci に含まれるリテラルの個数を α(Ci)とする．
D は値域集合 D = {D1, D2, . . . , Dn}を表し，各リテラル xi

は，真を 1，偽を 0とすると，値域 Di = {0, 1}をとる．f は
節にかかるコストを返す関数 f : C → R+ である．ある割当
を x ∈ D := D1 ×D2 × · · · ×Dn，割当 xにより充足さない
節集合を Cunsat(x)とすると，MaxSATの目的はコストの総和
f(x) :=

∑
C∈Cunsat(x) f(C)が最小となる割当 xの探索である．

分散 MaxSAT は MaxSAT を分散環境に拡張した問題で，
[Yokoo 98]で提案された分散制約充足問題を MaxSATに限定
した問題とみなすことができる. 分散MaxSATでは，各命題変
数をエージェントとみなす変数集合分割型と各節をエージェン
トとみなす節集合分割型があるが，本稿では，特に変数集合分
割型の分散 MaxSAT を扱う．つまり，各命題変数はエージェ
ントによりそれぞれ独立に意思決定がなされる．分散MaxSAT
では，エージェントはラウンドに基づき同期的に行動するも
のとする．あるエージェント i ∈ {1, . . . , n} に対して，節を
共有するエージェントの集合を NB(i)とする．あるラウンド
において，エージェント iは変数 xi を管理し，節を共有する
他のエージェント j ∈ NB(i)と情報を送受信することができ
る．エージェント iがある割当 xを与えられたときのコストを
fi(x) =

∑
C∈Cunsat(x)

1
α(C)

f(C)とすると，分散MaxSATの目
的はコストの総和

∑
i fi(x)を最小にする割当 xを探索するこ

とである．

例 1. MaxSAT問題例

• 変数集合 X = {x1, x2, x3}，で各変数 xi ∈ X の値域
Di = {0, 1},

• 節集合 C1 = ¬x1, C2 = x1 ∨ x2, C3 = ¬x2 ∨ x3, C4 =

¬x3 ∨ x1 で節 Ci ∈ C にかかるコスト関数 f(Ci) = 1．

2.2 相関均衡点
戦略型ゲームをG = {n,D, f}と定義する．ここで，nはプ

レイヤーの数を表す．つまり，プレイヤーの集合は {1, 2, . . . , n}
である．D = {D1, . . . , Dn} は戦略集合を表し，ある戦略の
組 x ∈ D1 × D2 × · · · × Dn に対してコストを返す関数を
f : D → Rとする．
相関均衡点は第三者から与えられた戦略の組に対して，ど

のプレイヤーもその戦略の組から離反する動機を持たない状態
を指す．これは言い換えると，与えられた戦略の組に対して，
どのプレイヤーも戦略を変更することによりコストを小さくで
きない状態である．
相関均衡点の計算は，以下の制約を満たす確率分布 p ∈

[0, 1]|D1| 　×　···×|Dn| を探すことに対応する．各プレイヤー
iに対して，任意の 2つの戦略 a, a′ ∈ Di を考える．∑

x−i∈X−i

(fi(a,x−i)− fi(a
′,x−i)) · pa,x−i ≥ 0

ここで，pa,x−i はプレイヤー i が戦略 a を他のプレイヤーが
戦略 x−i を選択する確率を表し，X−i はプレイヤー iを除く
他のプレイヤーの戦略の組の全体集合を表す．

Algorithm 1乗算型重み更新法
Fix η ≤ 1/2 and set w1

i ← (1, 1, . . . , 1).
for t = 1, 2, ..., T do

Choose decision a with probability xt
a :=

wt
a

∥wt∥1
.

Observe the costs of the decisions ct1, . . . , ctd.
For every decision a, set wt+1

a ← wt
a(1− ηcta).

そこで，プレイヤー iに対する任意の 2つの戦略をスイッチ
関数 δi : Di → Di で表現すると，戦略型ゲームの相関均衡点
は次のように定義される．

定義 1 (相関均衡点 [Aumann 74]). 戦略型ゲームを G =

{n,D, f} に対して，戦略の組 D 上の確率分布 P が相関均
衡点であるとは，すべてのプレイヤー iと任意のスイッチ関数
δi に対して，

E
x 　∼　 P

[fi(x)] ≥ E
x 　∼　 P

[fi(δi(xi),x−i)]

が成立することである．ここで，x−iはプレイヤー iの戦略 xi

を除いた戦略の組 x−i ∈ {x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn}を表す．

2.3 乗算型重み更新法
d個の意思決定からなる集合 D が存在し，各ラウンドにお

いて，意思決定を一つ選択するものとする．具体的には，ラ
ウンド t において，

∑
a∈D xt

a = 1 を満たすベクトル xt =

(xt
1, . . . ,x

t
d) を選択する．Pt を xt に関わる確率分布とする

と，意思決定 a ∈ D の確率分布は Pt(a) = xt
a と書ける．こ

の確率分布 Pt から意思決定 aをサンプリングする．意思決定
をサンプリング後，すべての意思決定に対するコストがベクト
ル ct = (ct1, . . . , c

t
d)の形で表れる．そのため，この解法から

得られる期待値は Ea∼Pt [cta] = ⟨xt, ct⟩と表せる．つまり，T

ラウンド後の期待値の総和は
∑T

i=1⟨x
t, ct⟩となる．

この期待値の総和が，結果的に最適な意思決定のコストと
比較してそれほど悪くならない．つまり，mina∈D

∑T
t=1 c

t
a を

達成するアルゴリズムが望まれる．アルゴリズム 1 は乗算型
重み更新法（MW 法）と呼ばれ，この性質を満たすものとし
て知られている．具体的には，以下のとおりである．

定理 2 ([Arora 12]). すべてのコストが cta ∈ [−1, 1] であると

仮定する．T = O( log |D|
ϵ2

)，η =
√

log d
T
とすると，MW 法は

以下が成り立つ．T ラウンド後，任意の意思決定 aに対して，

1

T

(
T∑

t=1

⟨ct,xt⟩ −
T∑

t=1

cta

)
≤ ϵ.

を満たす．

左辺は regret と呼ばれる．もし T → ∞ のときの regret が
高々0 であるなら，その解法は no-regret アルゴリズムと呼ば
れる．MW法は no-regretアルゴリズムの一種である．

3. ブラックボックスリダクションアルゴリズ
ム

本稿では，分散 MaxSATの相関均衡点を求めるためのアル
ゴリズムとして，ブラックボックスリダクションアルゴリズム
を導入する．このアルゴリズムを分散 MaxSATに適応するた
めに，分散 MaxSATを以下に示すコスト最小化ゲームとして
みなす．
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• n人のプレイヤー i ∈ {1, 2, . . . , n}
• 各プレイヤー iは戦略集合 Di ∈ {0, 1}をもつ
• 各プレイヤー iはコスト関数 fi : D → [0, 1]をもつ．こ
こで，D = D1 × · · · ×Dn.

分散MaxSATの各エージェントをプレイヤー，値域を戦略集合
と対応付けることにより，分散 MaxSATをコスト最小化ゲー
ムとみなせる．また，コスト関数はコストの最大値で割ること
により [0, 1]の空間にマッピングできる．
次に，コスト最小化ゲームの相関均衡点を求める方法とし

て，ブラックボックスリダクションアルゴリズムを導入する．
相関均衡点の定義 1を思い出すと，すべてのプレイヤー iに対
する任意の 2つの戦略に対して，コストが増加しない確率分布
を探せばよい．定義 1の左辺から右辺を引いた差は swap-regret
と呼ばれ，ブラックボックスリダクションアルゴリズムはこ
の regretを最小にする no-swap-regretアルゴリズムの一種であ
る．no-swap-regretはコスト最小化ゲームに対して以下の性質
をもつ．

定理 3. T ラウンド後の no-swap-regretアルゴリズムでは，コ
スト最小化ゲームの各プレイヤーはどの戦略への変化に対し
ても高々ϵの swap regretしかもたない．Pt =

∏n
i=1 p

t
i をラウ

ンド tにおける確率分布，P = 1
T

∑T
t=1 P

t を T ラウンド後の
確率分布の時間平均とすると，各プレイヤー iとすべての戦略
ai に対して，以下の不等式が成り立つ場合，P は ϵ-近似相関
均衡点と言う．

E
x 　∼　 P

[fi(x)] ≥ E
x 　∼　 P

[fi(δi(xi),x−i)] + ϵ.

定理 4. T = O( logdmax

ϵ2
)において，アルゴリズムより得られ

る確率分布 P は ϵ近似相関均衡点である．

アルゴリズム 2 にブラックボックスリダクションアルゴリ
ズムの全体像を示す．
ブラックボックスリダクションアルゴリズムでは，各プレイ

ヤーはおおまかに次のような流れで動作する．

Step1: プレイヤー iの no-regretアルゴリズムMi,1, . . .Mi,Di

はそれぞれ確率分布 qi,1, . . . , qi,Di
を計算し，プレイヤー

iに送信する．

Step2: プレイヤー iは qi をもとに定常分布 pi を計算し，隣
接する他のプレイヤー j ∈ NB(i)に pi を送信する．

Step3: 隣接プレイヤーから受け取った確率分布 {pj |j ∈
NB(i)}をもとに各戦略 a ∈ Di の期待コストを計算し，
各 no-regretアルゴリズムに送信する．

Step4: no-regret アルゴリズム Mi,a は受け取ったコストをも
とに重み wi,a を更新する．

以下の節では，各ステップについて詳細に説明する．

3.1 確率分布 qの計算
ブラックボックスリダクションアルゴリズムでは，各プレイ

ヤー iは各戦略 j ∈ {1, . . . , |Di|}に対して，|Di|個の no-regret
アルゴリズムMi,1, . . . ,Mi,|Di| をもつ．また，各アルゴリズ

ムMi,aに対して，重みwi,a ∈ R|Di|をもつ．各 no-regretアル
ゴリズムMi,a は，ラウンド t ∈ {1, . . . , T}において，与えら
れた重み wi,a に基づき確率分布 qi,a := {qti,a,1, . . . , qti,a,|Di|}
を以下のように求める．

qti,a,b =
wi,a,b∑

b∈Di
wi,a,b

, ∀b ∈ Di,

Algorithm 2ブラックボックスリダクションアルゴリズム
　

procedure Blackbox Reduction Algorithm
for each agent i do

Fix η ≤ 1/2 and set w1
i,a ← (1, 1, . . . , 1) for every action a

and pi = ci = {0, 0, . . . , 0}.
for t = 1, 2, ..., T do

for each agent i do
Receive distributions qt

i,1, . . . , q
t
i,|Di| from the algorithms

Mi,1(p
t
i,1c

t
i), . . . ,Mi,|Di|(p

t
i,|Di|c

t
i).

Compute a stationary distribution pt
i and sends it to their

neighbors j ∈ NB(i).
Observe the costs of their decisions ct1, . . . , ctd.

end procedure
procedure Mi,a(pi · ci)
for for each action b ∈ Di do

update weights wi,a,b ← wi,a,b(1− ηqi,a,bpi,aci,a)

for for each action b ∈ Di do
qi,a,b =

wi,a,b∑
b∈Di

wi,a,b

return qi,a

end procedure
procedure STAT(qi)

Compute pi such that pi = piqi and
∑

a∈Di
pi,a = 1.

return pi

end procedure

ある確率分布 qi,a,b は，戦略 aから b ∈ Di\{a}へ変更する確
率を表す．直観的には，重み w は戦略を変更したときのコス
トが大きいほど小さくなる値である．つまり，no-regretアルゴ
リズムMi,a は，なるべくコストの増加が少ない戦略の確率を
高くしようとする．

3.2 定常分布 pの計算
プレイヤー iは各アルゴリズムMi,1, . . . ,Mi,|Di| から確率

分布 {qi,1, . . . qi,|Di|}を受け取った後、定常分布 pi を計算す
る．プレイヤー iの定常分布 pi は以下の問題より得られる．

find pi := {pi,1, . . . , pi,Di}
subject to pi,a =

∑n
i=1 pi,a · qi,a, ∀a ∈ Di∑

a∈Di
pi,a = 1.

ここで，qi ∈ [0, 1]|Di|×|Di|，qi の (a, b)成分を qi,a,b とす
る．この問題は固有値計算により簡単に計算できる．直感的
に，定常分布 piは，プレイヤー iが戦略 a ∈ Diを選択する状
態である確率を表す．プレイヤーは確率分布 pi を計算後，他
のプレイヤーに pi を送信する．

3.3 重みの更新
コスト ci = {ci,1, . . . , ci,Di} とすると，各プレイヤー i は

隣接するプレイヤーに pi を送受信後に得られる戦略 a ∈ Di

に対するコスト ci,a を以下のように計算する．

cti,a = E
x∼p

[fi(x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn)].

プレイヤー iのマスターアルゴリズムは各戦略 a ∈ Di の no-
regret アルゴリズム Mi,a にコスト pti,a · cti を渡す．no-regret
アルゴリズムMi,a は受け取ったコストを基に重み wi,a を次
のように更新する．

wt+1
i,a,b ← wt

i,a,b(1− ηqti,a,bp
t
i,ac

t
i,b).
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例 2. 例 1を用いてブラックボックスリダクションアルゴリズム
の例を示す．図 1はラウンド 1における各プレイヤーの振舞を
示した図である．η = 1/2に設定したとする．プレイヤー１に
注目すると，プレイヤー１のアルゴリズムM1,0,M1,1はそれぞ
れ重み biw1

1,0,w
1
1,1を {1, 1}に初期化し，確率分布を求め，プ

レイヤー 1に送信する．つまり，プレイヤー 1は q1
1,0 = q1

1,1 =

{1/2, 1/2}を受け取る．次に，プレイヤー１は受け取った確率
分布 q1 = {q1

1,0, q
1
1,1}を基に定常分布 p1

1 = {p1
1,0,p

1
1,1}を計

算する．つまり，p1
1 の値は p1

1,0 = p1
1,1 = 0.5となる．各プレ

イヤーは節を共有する他のプレイヤーに計算した確率分布 p1

を送信する．この例では，プレイヤー 1 はプレイヤー 2 と 3
に確率分布 p1

1 を送信し，プレイヤー 2と 3からそれぞれ確率
分布 p1

2 と p1
3 を受け取る．このとき，p1

1 = p1
2 = p1

3 である．
プレイヤー 1 は受け取った確率分布を基に各戦略に対するコ
スト c11 = {c11,0, c11,1}を計算する．例えば，戦略 0を選択した
ときのコスト c11,0 は節 C1 と C2, C4 から計算できる．C1 は
節を違反しないため発生するコストは 0である．一方，C2, C4

に関しては他のプレイヤーが 2つの戦略をそれぞれ確率 1/2で
選択するため，コストの期待値はともに 1/2 となる．つまり，
c11,0 = 0 + 1/2 + 1/2 = 1 となる．同様に，c11,1 = 2 となる．
プレイヤー 1は，各アルゴリズムM1,0,M1,1 にそれぞれコス
ト p11,0c

1
1,0 と p11,1c

1
1,1 を送信する．アルゴリズムM1,0 は受け

取ったコスト p11,0c
1
1,0 をもとに重み w1

1,0 を次のように更新す
る．w2

1,0,0 = w1
1,0,0(1 − η · q11,0,0 · p11,0 · c11,0)．つまり，ラウ

ンド 2 における重みは w2
1,0 = {0.875, 0.75} となる．各アル

ゴリズムは新たに得られた重みを基に次のラウンドの確率分布
q2 をする．

プレイヤ 3

M2,0

M2,1

M3,0 M3,1

M1,1

M1,0
プ
レ
イ
ヤ
１

プ
レ
イ
ヤ
2

q1,0

q1,1

q2,0

p2

q3,1q3,0

p2

p1

p1

p3 p3
q2,1

p2c2,1

p2c2,0

p1c1,1

p1c1,0

p3c3,0 p3c3,1

図 1: ブラックボックスリダクションアルゴリズムのラウンド
1における各プレイヤーの振る舞い

4. 関連研究
得られた相関均衡点を評価する方法として，Price of Anarchy

(PoA)がある [Koutsoupias 99]．PoAは，すべての均衡解を考
慮したときに，最適値を均衡解の値で割った割合が最も大きく
なる値を指す．つまり，均衡解を達成できれば，最悪の場合で
も PoAの範囲に収まることを意味する．一般的に，PoAは純
粋ナッシュ均衡に対してのみ解析されてきたが，Roughtgarden
により提案された smooth game を用いることにより，ある種
のゲームに対して純粋ナッシュ均衡解以外の一般的な均衡解に
対しても PoAを容易に解析可能になった [Roughgarden 15]．
本稿では，以下に定義する smooth game を用いて，ブラッ

クボックスリダクションアルゴリズムより得られる相関均衡点
の解析を行う．

定義 5 (Smooth Game [Roughgarden 15]). あるコスト最小化
ゲームが (λ, µ)-smooth であるとは，任意の 2 つの割当 x と
x∗に対して，

n∑
i=1

fi(x
∗
i ,x−i) ≤ λ · f(x∗) + µ · f(x),

が成り立つことを言う．ここで，f(x) =
∑

fi(x), λ > 0, µ < 1

である．

もし，あるゲームが (λ, µ)-smoothであれば，どの純粋ナッ
シュ均衡 xの値も最適解 x∗ の値に対して高々λ/(1− µ)倍の
値にしかならないことを簡単に示すことができる．定理 5 の
強みは任意の 2つの割当に対して成り立つ点である．つまり，
smooth gameであることを用いることで，より一般的な均衡解
である相関均衡点に関しても同様に PoAを解析できる．

5. おわりに
本稿では，分散 MaxSATに対する相関均衡点を求める方法

としてブラックボックスリダクションアルゴリズムに基づくア
ルゴリズムを提案した．今後の課題として，(λ, µ)-smooth を
利用して求めた相関均衡点を Price of　 Anarchyにより評価す
ることが挙げられる．そのためには，MaxSATを変換したコス
ト最小化ゲームの λと µを求める必要がある．また，実験に
よる評価も行う必要がある．
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