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The method proposed here identifies clusters of entities with their affinities by the posterior maximization on
the basis of a generative model represented by a kernel function as a random variable, where for every entity,
there is a corresponding M -dimensional binary latent variable governed by a Bernoulli distribution with parameter
specific to the cluster to which an entity belongs. Because of intractability of the optimization, an approximation
is obtained by the following: (1) for a selected row of the similarity matrix, the entities are divided into two groups
by the posterior maximization, (2) the same procedure continues until the entities are not divided into two groups,
and (3) the entities are reclustered by the K-nearest-neighbour technique using clustering results as labels. The
evaluation using the MNIST dataset reveals that the performance using the proposed method is equal to that by
the methods developed in the previous studies.

1. はじめに
データ間の類似度が与えられる離散構造データに対しては，

一般的なクラスタリング手法である K-means法などを利用す
ることができない．
類似度データに対するクラスタリング手法の代表例として，

スペクトラルクラスタリングがある．[Shi 00]で初めて提案さ
れ，[Ng 02]などによって一般化された手法である．スペクト
ラルクラスタリングは，個体間の類似度行列についてある固有
値問題を解くことで，各個体を特徴ベクトルで表現した行列
に変換する手法である．その変換された行列においては，通常
の数値データに対するクラスタリング手法が利用できるため，
K-meansなどの一般的な手法を用いてクラスタリングを行う．
その手法においては，[Rasmussen 00]を用いることでクラス
数が未知でもクラスタリングを行うことができる．その手法に
ついては，[Socher 11]に詳しい．
本稿では，類似度行列が確率的生成モデルに従って生成され

ると考え，事後確率最大化によってクラスタリングを行う手法
を提案する．

2. 類似度データに対する確率的生成モデル
2.1 問題の定式化
いくつかのクラスに分かれるN 個の個体間の類似度行列K

が与えられたとする．すなわち，個体には 1から N まで番号
がふられ，個体 iと個体 j の類似度が行列Kの kij 要素であ
る．Kの各要素 kij = kji, i, j = 1, ..., N, は整数とする．

2.2 類似度データの生成モデル
各個体は，それぞれ M 次元の潜在変数 zi =

(zi1, zi2, ..., ziM )T，zim ∈ {0, 1}, m = 1, ...,M, i = 1, ..., N,

を持つ．ただし，M は正の整数をとるパラメータであり以下
を満たすとする．

0 ≤ kij ≤ kii (kjj) ≤ M. (1)
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また，潜在変数の各要素は，クラスごとに定まった平均を持つ
独立なベルヌーイ分布に従うとする．すなわち，

zim ∼ Bern(qc), m = 1, ..,M (cは個体 iが所属するクラス)．

この潜在変数を用いて，Kの要素は通常の内積として表現
されると仮定する．すなわち，

kij = zT
i zj . (2)

式 (1)は，すべての個体は自身との類似度が最大であり，そ
の最大値がM であることを意味する．式 (2)により，類似度行
列の要素が特徴空間での線形カーネルによって定義され，これ
は，カーネル関数の潜在変数を用いた確率変数化に相当する ∗1．
以下では，クラス数をCとし，q = (q1, q2, ..., qC)

Tを，潜在変
数を生成するベルヌーイ分布のパラメータ（クラスごとの平均）
とする．また，1-of-C 符号化法で個体 iが属するクラスを表す
潜在変数 si = (si1, si2, ..., siC)

T, sic ∈ {0, 1},
∑C

c=1 sic = 1,

を導入し，S = (s1, ..., sN )T とする．SはN ×C 行列である．
類似度行列 Kを対角要素 kii と非対角要素 kij に分けて考

える．類似度の生成モデルから任意の対角要素 kii の生成確率
は以下となる．

p(kii|si, q,M) = MCkii

C∏
c=1

(qkii
c (1− qc)

M−kii)sic . (3)

ここで，MCkii は二項係数である．類似度の生成モデルより，
類似度行列Kのすべての対角要素は独立となり，すべての対
角要素の尤度はそれらの積として定まる．また，非対角要素は
すべての対角要素で条件付けたもとで条件付き独立であるこ
とが証明できる．非対角要素 kij が取りうる値は対角要素 kii
と kjj に依存し，潜在変数 ziと zj の実際の値をとるビットの
パターン数と，取りうる可能性すべてのパターン数の比として
∗1 集合 X × X 上のカーネル関数 k(x, y) に対応する再生核ヒルベ
ルト空間を Hk としたとき，X 上の確率変数 x に対して特徴写像
k(·, X) は Hk に値をとる確率変数となる [Berlinet 04]．それに対
し，本研究では，X,Y を X 上の確率変数としたときの k(X,Y )を
考え，これは R に値をとる確率変数となる．
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生成確率を計算することができる．これより，非対角要素 kij
の尤度は以下となる．

p(kij |k11, ..., kNN ,M)

=
kiiCkij · M−kiiCkjj−kij∑min(kii,kjj)

xij=max(0,kii+kjj−M) kiiCxij · M−kiiCkjj−xij

.(4)

したがって，式 (3)と (4)から類似度行列Kの尤度は以下と
なる．

p(K|S, q,M) =

N∏
i=1

p(kii|si, q,M)

N∏
j=i+1

p(kij |k11, ..., kNN ,M)

=

N∏
i=1

MCkii

C∏
c=1

(qkii
c (1− qc)

M−kii)sic

×
N∏
i=1

N∏
j=i+1

p(kij |k11, ..., kNN ,M),

p(kij |k11, ..., kNN ,M)

=
kiiCkij · M−kiiCkjj−kij∑min(kii,kjj)

xij=max(0,kii+kjj−M) kiiCxij · M−kiiCkjj−xij

.

一般に，類似度行列の要素間に相関があり，「実効的」なデー
タ数は類似度データ数の N(N+1)

2
よりもかなり少ない．そのた

め，尤度最大でのパラメータ学習では過学習が起こると考えら
れる．しかし，この生成モデルのもとで，事前確率を設定し，
事後確率が最大となるパラメータを直接求めることが望ましい
が，実際上計算が困難である．特に，M が非対角要素の条件
付き確率に複雑に影響し，M の事後確率を計算することは困
難である．そこで，以下の方略が考えられる．(1)M をモデル
パラメータとし，S と q に関して積分消去してベイズモデル
比較を行う．(2)Mを確率変数として扱い，その事前分布を導
入し，事後確率の最大値をサンプリングにより求める．(3)行
列Kを行ごとに分割して考える．この場合は，後で示すよう
にM の値はクラスタリングと無関係になる．本稿では，次の
章において (3)について詳述する．

3. 行分割による近似
類似度行列を行ごとに分割し，事後確率最大化の計算を行

う近似手法を述べる．すなわち，(1)類似度行列を行ごとに分
割し，各行ごとに類似度行列Kの対角要素で条件付けたもと
での事後確率の最大化を行い，対角要素を含むクラス Aとそ
れ以外のクラス Bとする 2クラスに分割し，(2)クラス Bの
各要素について，他の行を用いて同様のことを行い，(3)これ
をすべての個体の所属クラスが決まるまで繰り返す．最後に，
(4)K 近傍法を用いて個体の所属クラスの更新する．

3.1 一つの行に着目した 2分割
類似度行列 K の一つの行に着目する．類似度行列 K の第

m行 km は，個体mと，すべての個体との類似度を要素とす
るベクトルである．この第m行の対角要素で条件付けられた
尤度は以下となる．

p(k−m|kmm,S, q) =

N∏
i=1

p(kmi|kmm, si, q)

=

N∏
i=1

kmmCkmi

C∏
c=1

(qkmi
c (1− qc)

kmm−kmi)sic .

k−m は類似度行列 K の第 m 行である km から kmm のみを
除いた N − 1次元ベクトルである．行ごとの尤度の式から以
下がわかる．すなわち，(1)各行について，対角要素で条件付
けた非対角要素は独立となる．(2) 第 m 行に関する尤度には
潜在変数の次元数M が現れない．

p(q|α,β) =

C∏
c=1

Γ(αc + βc)

Γ(αc)Γ(βc)
qαc
c (1− qc)

βc .

p(S|π) =

N∏
i=1

C∏
c=1

πsic .

p(π|γ) ∝
C∏

c=1

πγc−1
c .

潜在変数とパラメータの事後確率を求めるために，共役な事前
分布を導入する．すなわち，q の事前分布はベータ分布とし，
その超パラメータをそれぞれ α，β とする．Sの事前分布はカ
テゴリカル分布とし，そのパラメータを π とする．πは C 次
元のベクトルであり，

∑C
c=1 πc = 1という制約を持つ．さらに，

π の事前分布はディリクレ分布とし，その超パラメータを γ

とする．
これらより，第m行についての潜在変数とパラメータに関

する事後確率は以下となる．

p(S,π, q|km) ∝ p(k−m|kmm,S, q)p(q|α,β)p(S|π)p(π|γ)

=

N∏
i=1

p(kmi|kmm, si, q)p(q|α,β)p(si|π)p(π|γ)

=

N∏
i=1

kmmCkmi

C∏
c=1

{πcq
kmi
c (1− qc)

kmm−kmi}sic

×
C∏

c=1

qαc−1
c (1− qc)

βc−1πγc−1
c .

さらに，πと q を積分消去して，

p(S|km) ∝
∏C

c=1 Γ(γc +
∑N

i=1 sic)

Γ(N +
∑C

c=1 γc)

×
Γ(αc +

∑N
i=1 kmisic)Γ(βc +

∑N
i=1(kmm − kmi)sic)∏C

c=1 Γ(αc + βc +
∑N

i=1 kmmsic)
.

この式は，第m行についての事後確率であることに注意する
と，事後確率最大となる Sは，個体mを始点として他のすべ
ての点への類似度のみわかる場合のクラスタリングとなる．
また，第m行について潜在変数とパラメータの事後確率が

最大となる各潜在変数とパラメータを推定すると，パラメータ
si, i = 1, ..., N, についての推定値は以下となる．

ci = argmax
c

πcq
kmi
c (1− qc)

kmm−kmi ,

sic =

{
1 (c = ci)

0 (otherwise).

また，パラメータ qc, c = 1, ..., C, についての推定値は以下
となる．

qc =

∑N
i=1(kmisic) + αc − 1

kmmNc + αc + βc
,

Nc =

N∑
i=1

sic.
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ここでNc は，クラス cに所属するデータの個数を示す．さら
に，πc, c = 1, ..., C, の推定値は，

∑C
c=1 πc = 1 という制約

があるため，ラグランジュの未定乗数法を使い，

πc =
Nc + γc − 1

N + C(γc − 1)
．

これらのパラメータは独立に最大化することができないため，
初期値を与え，順に最大化することを収束するまで繰り返す．

3.2 すべての行を利用したクラスタリング
一つの行に限ってみれば，このクラスタリングで「最適な」

クラスに分割できる．しかし，一つの行のみの情報しか利用し
ないため，クラスタリングの精度が悪い．そのため，一つの行
については，対角要素の個体と同じクラスと，同じでないクラ
スとに 2分する．
前節で示した一つの行に関する Sの事後確率の最大化によ

るクラスの 2 分をすべての行について行う．その結果対角要
素で条件づけられた事後確率 p(S|kii)が最大となる行mを選
び，その行の 2 分割で得られたクラスタリング結果のうち個
体 mと同じクラスの個体の所属クラスを Class(m)として固
定する．それ以外の個体について，その個体が対角要素となる
行に対して，対角要素で条件づけられた Sの事後確率最大化
により行ごとの 2分割を行う．この手順を繰り返すことで，す
べての個体の所属クラスを決定する．

3.3 K 近傍法による再クラスタリング
行ごとの事後確率最大化による 2分割では，「局所的」な情

報しか使うことができないため，「大局的」にみれば他のクラ
スに所属すべき個体がそうならないことが起こり得る．
そのため教師あり学習であるK 近傍法を使って個体の所属

クラスの更新を行う．すなわち，前節の手法によって決まった
各個体の所属クラスを訓練データとして扱う．個体 iの所属ク
ラスを更新するときは，個体 iを除くすべての個体を訓練デー
タとし，個体 i の所属クラスを K 近傍法を用いて更新する．
更新する個体はランダムに選び，個体数 N 回繰り返し更新を
行う．
なお，K近傍法とは，一般に新たな個体に対して訓練データ

セットからK 個の近傍にある個体の所属クラスを用いて，新
たな個体の所属するクラスを推定する手法である [Cover 67]．
訓練データセットに真なる所属クラスが与えられていると仮定
すれば，新たな個体は類似性の高い幾つかの個体と同じ所属ク
ラスになる確率が高いと考えられる．新たな個体の近傍にある
K 個の個体の所属クラスについて多数決をとることで，新た
な個体が所属するクラスが推定できる．

4. 評価実験
提案手法と既存の手法を比較することによって提案手法を評

価する．既存手法として，スペクトラルクラスタリングとディ
リクレ過程ガウス混合モデルという中華料理店過程によるクラ
スタリング手法とを組み合わせた手法 (以下，SC+CRP)を用
いる．本研究における評価実験では，類似度行列のみを与え，
クラス数は与えない．
評価実験には，[LeCun 98]で作成された手書き数字のデー

タセットであるMNISTを用いる．実験には，ニューラルネッ
トワークによって次元圧縮したデータセットも合わせて利用す
る．MNISTとは，訓練データ 60000個，テストデータ 10000

個の手書き数字のデータセットである．本稿では，各実験ごと
に数字 1から 4のみを利用したデータセットと全数字を利用

したデータセットの 2種類で実験する．また，各手書き数字は
28× 28ピクセルであり，0から 255の整数を要素とする 784

次元のベクトルである．
評価実験に用いる類似度行列を作成するために，正規化線

形カーネルを利用する．正規化線形カーネルを正規化カーネル
において線形カーネルを使ったカーネル関数として定義する．
正規化カーネルは以下で定義される．

knorm(x,y) =
k(x,y)√

k(x,x)
√

k(y,y)
, (5)

ここで k(x,y) は，任意のカーネル関数である．正規化線形
カーネルは，k(x,y) = xTy としたものである．正規化線形
カーネルは，線形カーネルの値が全て 0 以上であれば，正規
化線形カーネルも 0から 1の値をとる．そのため，正規化線
形カーネルを使った類似度行列を提案手法に入力として与える
ときには，全ての要素を 1000倍し小数点以下を切り捨てるこ
とで類似度行列の各要素を整数にする．
評価尺度として，純度 (Purity)・正規化相互情報量 (NMI)・

ランド指数 (RI)の 3つを利用する．これらは [Lin 10]で使用
された評価基準をであり，いずれも 0から 1の値をとり，1に
近いほど良い結果であるとする．さらに，クラス数を与えず実
験を行うため，評価項目にクラス数を追加する．
評価実験において提案手法に以下のような設定を行う．提案

手法に用いるK 近傍法による近似では，K の値を各実験で用
いる個体数の 10％とする．超パラメータは各実験ごとに設定
する．

4.1 手書き数字データセットによる実験
手書き数字MNISTのテストデータのうち 1から 4の数字

から，それぞれランダムに 100個ずつ抽出し，合計 400個の個
体による類似度行列Kに対して，SC+CRPと提案手法によっ
てそれぞれクラスタリングを行う．SC+CRPの超パラメータ
は α = 0.25とする．また，提案手法における超パラメータを
α = (60, 581)T,β = (76, 327)T,γ = (362, 224)T とする．こ
の実験環境での結果を表 1で示す．

SC+CRP Proposed

Purity 0.80 0.91

NMI 0.57 0.66

RI 0.83 0.85

クラス数 6.7 12.2

表 1: MNISTの数字 1-4から 400個の個体を用いた評価結果

手書き数字 MNIST のテストデータの全ての数字から，そ
れぞれランダムに 100個ずつ抽出し，合計 1000個の個体によ
る類似度行列Kに対して，SC+CRPと提案手法を比較する．
SC+CRPの超パラメータは α = 0.01とする．提案手法におけ
る超パラメータとしては，α = (54, 495),β = (60, 532)T,γ =

(959, 955)T とする．この実験の結果を表 2で示す．

4.2 次元圧縮された手書き数字データセットによる実験
手書き数字データMNISTをニューラルネットワークによっ

て次元圧縮を行い，そのデータによる類似度行列を使い，実験
を行う．手書き数字データはそれぞれ 784 次元のベクトルで
ある．これを [Hinton 06]で提案されたニューラルネットワー
クによって 30次元のベクトルに次元圧縮する．このニューラ
ルネットワークは，制限ボルツマンマシンによって構成される
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SC+CRP Proposed

Purity 0.60 0.53

NMI 0.53 0.49

RI 0.89 0.83

クラス数 10.0 18.8

表 2: MNISTの数字 0-9から 1000個の個体を用いた評価結果

3層のネットワークである．ニューラルネットワークは，手書
き数字データの訓練データ全てを用いて，自己符号化法によっ
て学習したものである．このニューラルネットワークによって
テストデータを次元圧縮し，それらに対して正規化線形カーネ
ルを用いることで類似度行列を作成する．
まず，手書き数字データセット MNIST のテストデータの

うち 1 から 4 の数字を用いて実験を行う．実験ごとにラン
ダムに 100 個ずつ個体を選び，合計 400 個のデータセット
とする．このデータセットに上記の処理を施した類似度行列
K に対して，比較実験を行う．SC+CRP の超パラメータは
α = 0.25 とする．提案手法における超パラメータとしては，
α = (24, 528)T,β = (95, 809)T,γ = (555, 279)T とする．実
験の結果を表 3を示す．

SC+CRP Proposed

Purity 0.76 0.89

NMI 0.52 0.62

RI 0.81 0.85

クラス数 5.8 12.7

表 3: MNISTの数字 1-4から 400個の個体を取り出し次元圧
縮したデータセットによる評価結果

次に，全ての数字を 100個ずつ，合計 1000個の個体を用い
て実験する．実験ごとに，ランダムにデータセット内から取り
出す．同様に上記の処理を施した類似度行列Kに対して，比較
実験を行う．SC+CRPの超パラメータは α = 0.01とする．提
案手法における超パラメータとしては，α = (15, 803)T,β =

(84, 122)T,γ = (633, 567)Tとする．実験の結果を表 4に示す．

SC+CRP Proposed

Purity 0.60 0.54

NMI 0.54 0.46

RI 0.89 0.84

クラス数 10.0 20.3

表 4: MNISTの数字 0-9から 1000個の個体を取り出し次元
圧縮したデータセットによる評価結果

5. 議論
実験結果より提案手法のいくつかの特性をみることができ

る．提案手法は，既存手法と比較して細かなクラスタリングを
行う．評価実験で行ったすべての実験において，SC+CRPに
比べて 2 倍程度のクラス数を示している．提案手法の特性と
して各行ごとに 2分割するようなクラスタリングを行うため，

小さなクラスが多く生まれ，K 近傍法による再クラスタリン
グを行ってもその影響が残るためと考えられる．また，クラス
数以外の評価値は，SC+CRP と提案手法で大きな差はない．
この結果は，提案手法がこの問題設定において，有効な手法で
あることを示している．さらに，類似度行列を正規化カーネル
を用いて設定することで，結果が改善される．これは，行ごと
の結果を比較する際，正規化されたことで行ごとの値の差が小
さくなったためと考えられる．
一方，提案手法にはいくつかの課題が残る．まず，超パラ

メータの設定方法に関する課題である．今回の評価実験では，
MNISTの訓練データを用いて適当な超パラメータを設定した．
しかし，クラス数がわからないデータセットにおいて，訓練
データが存在することはあまりない．様々なクラス数のデータ
やデータそのものの種類を変更して，多くの実験から超パラ
メータの特性を推定する必要がある．次に，計算時間に関する
課題である．提案手法は繰り返し計算が多いため，SC+CRP

に比べて計算時間がかかる．
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