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We try to find Ramsey graphs using a SAT solver SCSat3. The sought-after graphs should have some inherent
(though not necessarily well-defined) regularity properties. SCSat3 is able to do such a search efficiently with the
help of soft constraints. Some effective soft constraints are given as geometric patterns in adjacency matrices of
Ramsey graphs. Recent results include a RamseyGraph(4, 11, 100) that proves RmaseyNumber(4, 11) ≥ 101.

1. はじめに

2012年，著者は 2色ラムゼー数 R(4, 8)の最良下界を 56か
ら 58に改善した [Fujita 12, Fujita 13a, Fujita 13b]．この記
録更新に用いたのは SATソルバー SCSat（以降，SCSat1）で
ある．その後，SCSat3に改訂し，研究を継続している．

n頂点の完全グラフKnを 2色で辺彩色したとき，nが十分大
きいと第 1色の部分完全グラフKs，あるいは，第 2色の部分完
全グラフKtが必ず含まれる（Ramseyの定理）が，そのような
nの最小値のことをラムゼー数とよび，RamseyNumber(s, t)

（以降，R(s, t)）と表す．ラムゼー数未満の nについては第 1

色のKsも第 2色のKtも含まないようなKnが作れるはずで，
これをラムゼーグラフとよび，RamseyGraph(s, t, n)（以降，
R(s, t, n)）と表す．R(s, t, n)を具体的に示せれば，R(s, t)は
n+1以上，すなわち下界が与えられる．ラムゼー数の下界改
善に関しては，[Exoo, McKay]が詳しい．いずれも主として
計算機利用の探索手法に基づく．[Radziszowski 14]では網羅
的で最新のサーベイが随時更新されている．なお，上界の改善
に本稿のような SATアプローチは不適であろう．

SCSat1 も SCSat3 もともに完全な SAT ソルバーである．
すなわち，充足解が存在する場合には必ず有限時間内にその 1

個を発見できる．SCSat1はソフト制約をハード制約と同格に
扱って解探索を開始し，求解失敗（UNSAT）の際はソフト制
約を緩和（最終的には全削除）して再試行する．一方，SCSat3
はソフト制約を探索分岐（decision, case splitting）の選好に
のみ利用し，確定的な推論（implication, unit propagation）
はハード節のみによって遂行し，SCSat1のようなソフト制約
の緩和に伴う推論再試行は行わない．

2. ラムゼーグラフの規則性

ラムゼーグラフR(s, t, n)の存在は，以下の CNF（Ramsey

節集合とよび，C(s, t, n)と表す）が充足可能であることを示
せばよい．( ∧

Ks⊂Kn

∨
eij∈Ks

¬eij
)
∧
( ∧

Kt⊂Kn

∨
eij∈Kt

eij
)
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ここで，eij は 2 頂点 i と j の間の辺の色を表す命題変数で，
真のとき第 1色，偽のとき第 2色を表すものとする．Ramsey

節集合 C(s, t, n) の充足性判定には，MiniSat[Eén] のような
高性能 SATソルバーが適用できる．
しかし，Ramsey節集合をこのまま解くのは極めて難しい．変

数の個数は
(
n
2

)
，節の本数は

(
n
s

)
+
(
n
t

)
で，例えば，C(5, 5, 43)

においては 903 変数，1925196 節となる．この程度ならば十
分 SATソルバーの適用範囲内ではあるが，莫大な探索空間中
に充足解の数は（存在したとしても）極めて少ない．

2.1 Z制約
Ramsey節集合の規模は莫大でも形は極めて単純なので，充

足解にもその単純さが反映するであろうことが期待される．実
際，以下のような制約（Z制約とよぶ）を追加すると，単純な
解が容易に得られる場合がある．

eij ≡ zk (0 ≤ j < i < n, i− j = k)

ここで，zk (1 ≤ k ≤ n − 1) は新たな命題変数（Z 変数とよ
ぶ）である．上式を以下のように CNFで表したものを Z節集
合とよび，Zn と表す．∧

0≤j<i<n

(
(¬eij ∨ zi−j) ∧ (eij ∨ ¬zi−j)

)
実際には，MaxSAT 問題で用いられる形式と同様のWCNF

（重みつき主乗法標準形）で与える．節集合 C(s, t, n)∧Zn が
充足可能ならば，C(s, t, n)も充足可能で，このときの充足解
を Zラムゼーグラフとよび，RZ(s, t, n)と表す．独立命題変
数は実質的に n− 1個となり，問題ははるかに易しくなる．
ラムゼー数より 1 小さい頂点数のラムゼーグラフを臨界ラ

ムゼーグラフという．容易に求めることができる Z ラムゼー
グラフ RZ(3, 3, 5), RZ(3, 4, 8), RZ(3, 5, 14), RZ(3, 9, 35),

RZ(4, 4, 17), RZ(4, 5, 24) はすべて臨界ラムゼーグラフで
ある．しかし，臨界ラムゼーグラフ R(3, 6, 17), R(3, 7, 22),

R(3, 8, 28) はいずれも Zラムゼーグラフとしては存在しない
ことが分かっている．さらに，上記より大きなラムゼー数に関
する臨界ラムゼーグラフで，Zラムゼーグラフのものは存在し
ないと予想される．
しかし，完璧な Z ラムゼーグラフとしては得られない

R(5, 5, 42), R(3, 12, 51), R(4, 11, 100) などでも，Z制約の大
部分を満たすものとしてなら得ることができる．
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図 1: 隣接行列の拡張操作 Xn′
n (i, j, k)

2.2 ラムゼーグラフの拡張
ラムゼーグラフ R(s, t, n) の真部分完全グラフ Kn′ , (n >

n′ ≥ t)∗1 はすべてラムゼーグラフ R(s, t, n′) である．逆に，
ラムゼーグラフ R(s, t, n)をそのまま含むように拡張した完全
グラフ Kn′ , (n′ > n) がラムゼーグラフ R(s, t, n′) になると
は限らない．
しかし，ラムゼーグラフR(s, t, n)を拡張して異なる対 ⟨s, t⟩

に対するラムゼーグラフ R(s′, t′, n′), (s ≤ s′, t ≤ t′, n < n′)

を効果的に得られる場合がある．典型的には s = s′, t+1 = t′

の場合である．拡張の方法として図 1に示す操作 Xn′
n (i, j, k)

を考える．図は隣接行列の下三角の領域のみを表している ∗2．
領域 Aは R(s, t, n)の彩色の通り，領域 B,C,Eは未彩色，領
域 Dは領域 Aの “自然な拡張”とする．

2.3 様々な規則性制約
Z制約以外に，ラムゼーグラフに内在すると期待される何ら

かの対称性，周期性を表すような制約を考えてみる．ただし，
いずれも数学的根拠の薄い “任意な制約”である．

• D制約（ダイヤ格子）：主対角線に並行なスリット状の同
色ライン，および，副対角線に並行なスリット状の同色
ラインを形成．

eij ≡ zk, (0 ≤ j < i < n, i− j = k = 1, 3, · · · )
eij ≡ sl, (0 ≤ j < i < n, i+ j = l = 2, 4, · · · )

• I 制約（市松）：4辺ずつの組（代表辺 eij）ごとに新変数
aij を導入し，以下を満たすこと．

eij ≡ e(i−1)(j+1) ≡ aij , ei(j+1) ≡ e(i−1)j ≡ ¬aij ,

(n > i > 2, 0 ≤ j < n)

• B(r, c)制約（ブロック市松）：隣接行列を r 行 c列の小
行列 Oij に分割，市松状の以下の制約を満たすこと．

Oij ≡ O(i−1)(j+1), Oi(j+1) ≡ O(i−1)j ≡ ¬Oij ,

(⌊n/r⌋ > i > 2, 0 ≤ j < ⌊n/c⌋)

∗1 一般に R(s, t) = R(t, s) 故，s ≤ t とする．
∗2 扱うのは無向グラフであり，その隣接行列は対称である．また，
主対角線上の要素も考えない．
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図 2: B10(2, 2)制約

例として，B10(2, 2)制約を図 2に示す．

• S 制約（副対角線対称）：副対角線を軸として対称である
こと．

eij′ ≡ ej′i, ( j′ = n− j − 1,

0 ≤ j′ < i < n, 0 < i+ j′ < n− 1 )

• C制約（サイクル）：n頂点 {v0, v1, · · · , vn−1}の完全グラ
フにおいて，頂点 viから始め，定数 d飛びに頂点を巡ると，
必ず vi に回帰して閉路を成す．1 ≤ d ≤ ⌊n/2⌋で得られ
る異なる閉路 ⟨vi, v(i+d) mod n, v(i+2d) mod n, · · · , vi⟩の
それぞれに以下のような制約のいずれかを課す．

– 同一閉路に属する辺たちを同色とする．

– 閉路長mが合成数m = p× q のとき，p個の辺を
1グループとして q個のグループに分割し，同一グ
ループに属する辺を同色とする．

上記いずれかの単独ではなく，複数を組合わせて適用するこ
とも考える．たとえば，I 制約と S 制約の組合せ ⟨I, S⟩や Z

制約と S 制約の組合せ ⟨Z, S⟩などが実際に効果的であること
が分かっている．制約対において第 1 制約は第 2制約より優
先される．その優先度は，制約をWCNF形式で与える際に，
節への適切な重み付けによって表現される．

2.4 規則性制約の静的緩和
SCSat1では，規則性制約が強すぎて本来の充足解を失うこ

とがあり，緩和と推論やり直しが必須であった．SCSat3にお
いても，強すぎる規則性制約による推論誘導が不適切で逆効果
となるような場合には緩和が必要である．
規則性制約を作成する時点で，たとえば図 3に示すように，

適用範囲を隣接行列全域から部分的に “間引く”だけでも効果
的なことが分かっている．間引きも何らかの規則性に従うこと
により，ラムゼーグラフに内在する真の規則性（あるいは非規
則性？）の “透かし出し”に効果があるものと考えられる．
たとえば，ラムゼーグラフR(6, 7, 112)を求める際に，D制

約に対する間引きM112
r(2,1),c(2,1) を用いた．ここで，下付きの

r(2, 1), c(2, 1)は，「2行適用 1行間引き，2列適用 1列間引き」
を表している．
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図 3: 静的緩和M のパターン 6例（黒帯は制約非適用領域）

3. SCSat3

Z節（集合）のように，所与の問題の探索空間を削減するこ
とが主目的で，それ自体の充足が必ずしも要請されないもの
をソフト節（集合）とよぶ．ソフト節に対する反則点賦課と緩
和等の機能を備えた SATソルバーをMiniSat[Eén]を基に開
発し，SCSatとよんでいる [Fujita]．ソフト節集合の最大充足
を目的とする MaxSAT ソルバーとは似て非なるものである．
SCSat3では，ソフト節の推論誘導としての用途がより鮮明と
なっているので，“誘導節（集合）”（guiding clause(s)）の呼
称が相応しいかもしれない．
ソフト節集合は，MaxSAT 問題と同形式の重み付き CNF

（問題ファイルの拡張子は wcnf）として表される．重みは正整
数 ∗3 である．重みは当該節の選好の度合い（値が大きいほど
優先される）を表す．

3.1 ソフト節による推論誘導
ソフト節が一般節（MaxSATにおけるハード節）と如何に

異なる取り扱いを受けるかについて述べる．

• あるソフト節の非充足が判明したとき，これをコンフリ
クトとは看做さず，推論を継続する．

• あるソフト節において未割当リテラルが 1個のみ（単位
節）であることが判明したとき，これをただちに真とは
看做さず，バッファに登録する．

• 単位節伝播（unit propagation）処理が行き詰まり，場合
分け（decision）が必要となったとき，バッファ中に未割
当リテラルがあれば，一つを選択して割当を行う．無け
れば，通常通りの decision処理を行う．

バッファは，MiniSatにおける trailと同様のデータ構造を有
する．また，これに登録されるリテラルは，決定水準（decision

level），および，起源となったソフト節に付与された重みによっ
て，順位付け／選択が可能になっている．リテラル選択に際
し，下記に示す観点のいずれか，あるいはそれらの組合せの中
からいくつかのオプションが用意されており，SCSat3の起動
時に指定できる．

• 決定水準優先か重み優先か

∗3 SCSat3 の現実装においては，1,2,3 に限られる．

図 4: ラムゼーグラフ R(4, 11, 100)の隣接行列

• 決定水準の浅いもの優先か深いもの優先か

• 起源となったソフト節の反則点の小さいもの優先か

実験によれば，「決定水準の浅いものを第 1優先とし，同一
水準の場合はソフト節重みに拠る」のが一般的に良好である．

3.2 ソフト節の不活化（規則性制約の動的緩和）
Minisatにおいては，学習節が推論（analyze中）に関与す

るたびに活性度（activity）を加点する．この活性度に基づき，
学習節集合が許容量を超えた時点などを契機として，その一定
割合が削除される．
これに倣い，SCSat3 においては推論の進行に伴い不適合

と看做されたソフト節を不活化することができる．そのため，
ソフト節が非充足となるたびに適合度を減点する．実際には
反則点（penalty）を加点する ∗4．SCSat3で用意されている
penalty算式のオプションのいくつかを以下に示す．

(decisionLevel() + 1)−1 (1)

(trail.size() + 1)−1 (2)

(nV ars()− trail.size())/nV ars() (3)

exp(−decisionLevel()) (4)

exp(−trail.size()) (5)

特に指定しない場合には，実績の多い (3)式を既定としている．
ソフト節自体がコンフリクト節となるとき以外に，ソフト

節から含意されたリテラルによる decisionが失敗（コンフリ
クト）したときにも反則点を課すことが考えられるが，その有
無に拠る効果に特段の差異は認められない．
また，制約緩和の際，1回あたりの不活化ソフト節集合の割

合について，反則点の分布等の統計を基に適切な値を求めるの
が望ましいが，たとえば，毎回 50%と固定しても概ね効果的
である．

∗4 学習節は加点主義だが，ソフト節は減点主義がよい．ソフト節の
加点主義的実装は，実験では良好な結果が得られていない．
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表 1: SCSat3で得られたラムゼーグラフ

solution
hard clauses soft clauses

runtime
base sol. extention op. vars cls type vars cls

R(3, 7, 22) RZ(3, 6, 16) X22
16 (1, 17, 22) 112 13,168 - 0 0 0.016 s

R(3, 8, 27) RZ(3, 7, 21) X27
21 (0, 21, 24) 81 4,887 - 0 0 0.0065 s

R(3, 12, 51) RZ(3, 11, 45) X51
45 (0, 41, 46) 255 1,800 K Z51 50 510 31 s

R(4, 6, 34) C(4, 6, 34) 561 1,391 K ⟨I34, S34⟩ 442 2,244 132.5 h

R(4, 7, 48) C(4, 7, 48) 1128 73,823 K ⟨Z48, S48⟩ 599 4,464 36.1 h

R(4, 8, 57) R(4, 7, 48) X57
48 (0, 48, 57) 468 3,489 K B57(4, 4) 16 936 75 h

R(4, 11, 100) RZ(4, 11, 91) X100
91 (0, 89, 94) 594 78,446 K Z100 99 1,188 102.8 h

R(5, 5, 42) C(5, 5, 42) 861 1,701 K Z42 41 1,722 2 s

R(6, 7, 112) RZ(6, 6, 101) X112
101 (0, 100, 103) 969 14,351 K D112 ·M112

r(2,1),c(2,1) 164 848 1,071 s

4. ラムゼーグラフ各論

これまでに SCSat3 によって得られたラムゼーグラフのう
ち，重要なもののいくつかを表 1に示す．

R(3, 7, 22), R(3, 8, 27)は小ラムゼーグラフの拡張によれば，
規則性制約に頼らずとも易しく得られる．新たな規則性制約を
考案したとき，その効果をまずは小ラムゼーグラフ拡張なしで
テストしてみる問題としても手頃である．

R(5, 5, 42)は小ラムゼーグラフの拡張に頼らずとも，Z制約
を適切に緩和すれば比較的易しく発見できる．続くR(5, 5, 43)

は様々な試みにも拘らず，発見の兆しはない．（UNSAT にも
至ってない．）

R(4, 6, 34)の探索は長らく難航したが，2014年 8月漸く発
見に成功した．狙い通り，I 制約（市松）が功を奏した．続く
R(4, 6, 35)の探索は依然として難航している．これには C 制
約（サイクル）が効果的のようで，発見は近いかもしれない．

R(4, 8, 57)については 2012年 10月 SCSat1の原型となっ
たソルバーで既に得られており，ラムゼー数 R(4, 8)の最良下
界更新記録に寄与したが，SCSat3での追試で新たなインスタ
ンスが得られた．R(4, 7, 48)は R(4, 8, 57)を求める上でベー
スとされる重要なグラフで，それ自体発見が困難なものである
が，これも SCSat3による別インスタンスを得ている．
特筆すべきは 2014 年 5 月に発見した R(4, 11, 100) で，ラ

ムゼー数R(4, 11)の既知最良下界 98を 101まで一気に+3改
善したことになる．現時点で世界記録と思われる．その隣接行
列を図 4に示す．

4.1 未解決問題
ラムゼー数の既知最良下界を更新するために発見が期待さ

れるラムゼーグラフは，

R(3, 10, 40), R(3, 11, 47), R(3, 12, 52), R(3, 13, 59),

R(4, 6, 36), R(4, 7, 49), R(4, 8, 58), R(4, 11, 101),

R(5, 5, 43), R(5, 6, 58), R(6, 6, 102), R(6, 7, 113)

である．
RZ(6, 6, 101)は唯一個（2色を入換えると 2個）しかなく，

R(6, 6, n), (n ≥ 102)としての Zラムゼーグラフは存在しな
い．RZ(6, 6, 101)は R(6, 7, n), (n ≥ 113)の探索のベースと
して貴重なグラフでもある．
なお，R(3, 11, 46), R(3, 13, 58), R(4, 6, 35), R(4, 9, 72),

R(5, 6, 57) は文献で存在が知られているが，SCSat3 では未
確認である．

5. おわりに
Erdösによれば R(5, 5)は確定の可能性があり，Exooらは

R(5, 5) = 43 と予想している．しかし，R(6, 6) となると到
底人知の及ばないもののようである．ラムゼー数 R(s, t)を確
定すること，あるいはその良い下界を与えるラムゼーグラフ
R(s, t, n)を具体的に見つけること，それ自体の意義について
著者には不明である．しかし，近年発展著しい SAT技術の実
力テストとして貴重な挑戦課題の一つと言えよう．

SCSatのさらなる改善のためには，ソフト節に関する様々な
実行時パラメタの自動チューニング，より大規模な節集合（億
以上のオーダー）への対応などが課題である．また，一般の
SATソルバーには，ソフト制約に頼らずとも元問題に含まれ
る潜在的規則性や特殊構造を自動的に認識し，充足解を敏感に
察知できるような探索能力が期待される．
本稿の内容に関する詳細および関連情報については，著者

の webページ [Fujita]を参照されたい．
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