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Sparsity of data sets makes it hard to predict relationships. In this research, we address the sparsity problem
to use incidence matrix decomposition. We make comparative experiments with the link prediction problem and
triadic relation prediction using real data sets and confirm that our method has sparse robustness. Moreover, we
give theoretical support in the light of the ratio of the model complexity and the amount of data.
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図 1: (従来手法) 隣接行列を用いたグラフのリンク予測—グラフを
隣接行列で表現、これを低ランク近似し、復元された隣接行列の
(i, j) 成分の大きさを見ることで、頂点対 (vi, vj) に将来辺が張られ
る可能性を予測する。

1. はじめに
生物・化学や社会科学など多くの研究分野において、また

SNSなど実用的に大規模データを扱う側面において、インスタ
ンス間に特定の 関係 ∗1 が生じる可能性を予測する問題はしば
しば重要なタスクとして現れる [Getoor 05]。関係の予測問題
においては 疎性 の問題がしばしば指摘されてきた [Getoor 05,

Rattigan 05]。データが疎なとき、つまり可能なインスタンス
間の組合わせの数に対して観測されるデータの数が少ないとき
に学習や予測に困難が生じるという問題である。
関係を予測する問題の典型例として、グラフの リンク予測

問題 [Getoor 05, Liben-Nowell 07]、すなわち時間変化にした
がって辺が増加するグラフにおいて適当な頂点対 (vi, vj) に将
来辺が張られる可能性の高さを予測する問題が挙げられる。例
えば SNS における友人関係の予測はグラフのリンク予測問題
と捉えることができる。グラフのリンク予測問題に対しては、
グラフの 隣接行列 表現を 低ランク近似 する手法がしばしば
用いられる (図 1)。この手法はデータの疎性の問題を抱えてい
る。なぜなら、グラフの表現である隣接行列においては、「頂
点対の組合せの数」と「行列の成分の数」、「観測されている

連絡先: 横井 祥, 東北大学大学院情報科学研究科システム情報
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∗1 下線を引いた語については次章以後で定義を与える。

v1 v2

v3 v4

e1
e2

e3
e4
e5

H

E

V

e1 e2 e3 e4
v1
v2
v3
v4

e5
1
1

1

1

1

1

1
1 1

1

= 0
0 00

0 0

0 0 0
0

図 2: グラフの接続行列表現—グラフを |V | × |E| の行列で表現。辺
ek = (vi, vj) と行列の第 k 列目が対応し、その i 行目と j 行目に 1
が現れる。
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図 3: 接続行列を用いたグラフのリンク予測の非自明性—分解後の行
列の中に未観測の頂点対 e の情報が明示的に表れない。

辺の数」と「行列中の 1 の数」が一致するからだ。すなわち、
データが疎なとき、復元すべき行列の要素数に比して材料とな
るデータが少なく、学習は困難になる。
本研究では、グラフのもうひとつの行列表現である 接続行列

を用いることで疎性の問題を解決する。接続行列 とは図 2の
ように頂点集合を行側に、辺集合を列側に並べて作られる、グ
ラフの行列表現である。辺 ek = (vi, vj) に対応して (i, k) 成
分と (j, k) 成分の値がそれぞれ 1 となる。接続行列によるグ
ラフの行列表現はデータの疎性の問題を緩和していると考え
られる。なぜなら、「観測されている辺の数」が行列中の 1 の
数として現れる点は隣接行列と同様だが、「頂点対の組合せの
数」は行列のサイズに反映されず、データが疎のときは行列の
サイズからして小さくなるので、復元すべき行列の要素数に対
してその材料となるデータの割合が小さくならない。
接続行列を用いることによって疎性の問題が解決されると

しても、肝心のリンク予測の方法が自明ではない。接続行列
を行列分解ないし低ランク近似すること自体は可能ではある
が、近似後の行列には未知の頂点対 e = (vl, vm) の情報が明
示的に現れず、隣接行列分解時に用いた「行列穴埋め」の考え
方からは明らかにならない (図 3)。本研究では、接続行列 H

を H ≈ XY と分解した後、「頂点対の潜在表現 y をうまくみ
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図 4: (提案手法) 接続行列を用いたグラフのリンク予測のアイデ
ア—グラフを接続行列で表現、これを分解する。既存のリンク e2 を
表す縦ベクトルは Xy2 により作られる。どの既存のリンクも X を
通して作られる。うまい y を見つけて、Xy が「頂点対 e を表す縦
ベクトル」に近ければ頂点対 e にリンクが張られそうだと考える。

つけて、Xy で頂点対を表す縦ベクトル (二箇所に 1 が現れる
縦ベクトル) を作ることができればリンクが張られやすいと言
えるだろう」という考え方に基づきリンク予測をおこなう (図
4)。
なお、一般の多項関係予測問題に対しても、グラフのリンク

予測問題とほとんど同様にして提案手法を適用できる。実験で
はグラフのリンク予測問題だけでなく三項関係の予測問題も
扱った。
以下の章で提案手法の詳細を述べ、提案手法が実験的にも

理論的にもデータの疎性に対して頑健であることを示す。

2. 問題設定
PU 学習 (PU learning: positive unlabeled learning)問題

とは、有限集合 X 全体とその部分集合である正例集合 XP が
与えられ、未観測 (unlabeled)のデータ XU = X \XP の正例
となる可能性の高さを予測する関数 f : X → R を学習する二
値分類問題である。
有限集合の族 {Xi}ni=1 に対して、その直積の部分集合 R ⊂

(X1 × · · · ×Xn)を集合族上の関係といい、(x1, x2, . . . , xn) ∈
R のとき (x1, x2, . . . , xn) は関係を持つという。以下、関係
の予測問題を PU 学習の枠組みで定義する。
訓練データとして頂点全体と辺の一部が観測されている無

向グラフ G = (V,EP) が与えられたとき、他の頂点対 EU :=

(V × V ) \ EP に辺が張られる可能性の高さを予測する関数
f : V × V → R を学習する問題をグラフのリンク予測問題
[Popescul 03, Getoor 05, Liben-Nowell 07] という。すなわ
ち、グラフのリンク予測問題を二項関係予測問題として定式化
する。
訓練データとして 3個の有限集合A,B,C と、関係を持つこ

とが分かっている三つ組の集合 RP =
{
(a(i), b(i), c(i))

}N

i=1
⊂

(A×B × C) が与えられたとき、他の三つ組 RU =

(A×B × C) \ RP がそれぞれ関係を持つ可能性の高さを予
測する関数 f : (A×B × C) → R を学習する問題を三項関係
予測問題とよぶ。

3. 準備
3.1 行列分解と低ランク近似
行列を複数の行列の積であらわすことを行列分解という。

与えられた行列をより低いランクの行列の積に分解して元の
行列を近似することを行列の低ランク近似という。それぞれ
目的に応じて様々な分解方法やその数値計算手法が提案され
ている。今回実験で扱った特異値分解 (SVD) は行列分解手

法のひとつで、与えられた実行列 X ∈ Rm×n を 3 つの行列
U ∈ Rm×k,Σ ∈ Rk×k, V ∈ Rn×k の積 UΣV T に分解する。
ここで k := rankX。また、特異値を降順に並べた対角行列
Σ について特異値を k′ < k 個のみ残して残りを 0 とした新
しい行列 Σ̃k′ を用い X̃k′ := UΣ̃k′V T ≈ X とすると、X̃k′ は
フロベニウスノルムでの最良近似を与える：

X̃k′ = argmin
X′∈Rm×n

∥X −X ′∥2F s.t. rankX ′ ≤ k′

この低ランク近似を truncated SVDという。

3.2 テンソル分解
与えられたテンソルをより小さなテンソルや行列の積や和

の形に分解して元のテンソルを近似することをテンソル分解
(tensor decomposition)という。多項関係予測問題を扱う際、
グラフのリンク予測問題の既存手法である隣接行列分解の自然
な拡張としてテンソル分解がしばしば用いられる [Kolda 09] 。
今回実験の比較手法で用いたCP 分解 (CP: CANDE-

COMP/PARAFAC ) はテンソル分解手法のひとつで、与えら
れたテンソル X ∈ RI×J×K をランク 1 テンソル ∗2 の線形和
に近似する：

X ≈ X̃ = (x̃ijk) :=

R∑
r=1

ar ◦ br ◦ cr

ただし A = (air) = (ar)
R
r=1 ∈ RI×R。B、C も同様。X̃ の

各要素 x̃i,j,k は x̃ijk =
∑R

r=1 airbjrckr により計算できる。

4. 提案手法
4.1 概要
提案手法は関係の予測問題に対して次の手順で取り組む。(1)

訓練データの接続行列への変換、(2) 学習：接続行列の分解、
(3) 予測：未知データに対するスコアの算出。以下、グラフの
リンク予測問題と三項関係予測問題に対する手続きを具体的に
示す。

4.2 グラフのリンク予測
4.2.1 訓練データの接続行列への変換
無向グラフ G = (V,EP) に対して、接続行列 H = (hi,j) ∈

R|V |×|EP| を次のように構成する

hi,j =

{
1 (vi ∈ ej , ej ∈ EP)

0 (otherwise)

H の各行が頂点 v ∈ V を、各列が辺 e ∈ EP を表し、各列に
はちょうど 2 つの 1 が現れる (図 2)。
4.2.2 学習：接続行列の分解

H を truncated SVD により 2 個の行列に分解する：H ≈
XY。ただし X := UΣ̃k ∈ R|V |×k、Y := V T ∈ Rk×|EP|。
4.2.3 予測：未知データに対するスコアの算出
頂点対 (vi, vj) を表す接続行列 H の縦ベクトルを

1i,j := (0, . . . , 0, 1
i
, 0, . . . , 0, 1

j
, 0, . . . , 0)T

∗2 ここでは縦ベクトル 3 つの直積 (outer product) ◦ で構成され
るテンソルをランク 1 テンソルとよび、ランク 1 テンソルいくつ
分の線形和で表されるかをもってテンソルのランクとよんでいる。
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とおく。「y ∈ Rk を動かして Xy が最も 1i,j に近づいたとき
の距離」dist ((vi, vj)) は次のように求まる：

dist ((vi, vj)) := min
y∈Rk

∥Xy − 1i,j∥22

= ∥
(
X(XTX)−1XT − I|V |

)
1i,j∥22

ただし I|V | ∈ R|V |×|V | は単位行列。ここで

W = (w1, . . . ,w|V |) := X(XTX)−1XT − I|V |

は i, j に依らず X のみで定まるので、W を予め計算してお
けば、dist ((vi, vj)) は wi,wj により簡単に求めることがで
きる：

dist ((vi, vj)) = ∥W1i,j∥22 = (wi +wj)
T(wi +wj)

dist ((vi, vj)) の小ささをスコアとして、頂点対 (vi, vj) に辺
が張られる可能性の高さを予測する。

4.3 三項関係予測
訓 練 デ ー タ A =

{
a1, . . . , a|A|

}
, B ={

b|A|+1, . . . , b|A|+|B|
}
, C =

{
c|A|+|B|+1, . . . , c|A|+|B|+|C|

}
,

RP =
{
(a(i), b(i), c(i))

}|RP|

i=1
⊂ A×B ×C ∗3 に対して接続行

列 H = (hi,j) ∈ R(|A|+|B|+|C|)×|RP| を次のように構成する：

hi,j =


1 (ai ∈ rj , rj ∈ RP)

1 (bi ∈ rj , rj ∈ RP)

1 (ci ∈ rj , rj ∈ RP)

0 (otherwise)

接続行列 H は、行方向には集合 A,B,C の要素が添字の順に
並び、列方向には関係 r ∈ RP が並ぶ。各列にはちょうど 3 つ
の 1 が現れる。学習と予測はグラフのリンク予測問題と同様。

5. 実験
グラフのリンク予測問題および三項関係予測問題について、

実データにて提案手法の性能を確認した。

5.1 グラフのリンク予測
KONECT データセット ∗4 より、辺に重みのない無向グラ

フを |V | の数が小さいものからカテゴリを問わず 16 種取り上
げた。比較手法には隣接行列の Truncated SVD による低ラ
ンク近似を用いた。
実験の結果、特にグラフの規模 (|V |) が同程度で、その密

度 (|E|) に大きく差があるグラフ同士を比べると、より疎な
(|E|/|V |2 が小さい) グラフほど提案手法が相対的に良好な予
測結果を示していることが分かった (表 1)。提案手法の疎性に
対する頑健さについては次章で詳しく考察する。

5.2 三項関係予測
Kinships, UMLS, Nations の各データセットを取り上げた。

比較手法には、三項関係を三階テンソルに変換し CP 分解す
る手法を採用した。比較手法の実験結果は [Nickel 11]による。

∗3 接続行列への変換の便宜上、A∪B ∪C 全体で添字がユニークに
なるように A の要素から順に添字付けをおこなった。

∗4 http://konect.uni-koblenz.de/networks/

図 5: グラフのリンク予測問題の実験における「データの疎性」と
「提案手法の予測結果の優位性」の関係。

実験結果は表 2の通り。また、実験に用いた三項関係の規模
(|A|×|B|×|C|)は同程度であり、その予測精度を密度 (|R|)の
多寡で比較すると、この実験でもより疎な (|R|/(|A|×|B|×|C|)
が小さい) 訓練データであるほど提案手法が相対的に良好な予
測結果を示していることが分かる。

6. 考察
6.1 実験結果に見られる提案手法の疎性に対する頑健性
はじめに、提案手法が疎性に対して頑健であることを実験結

果から確かめる。問題が与えられたとき、可能な関係の組合わ
せの数全体に占める正例集合 RP の割合 Density(RP) を訓練
データの密度 、密度の低さを疎性、密度が小さいとき訓練
データが疎であるとよぶことにする。例えば無向グラフのリン
ク予測問題 GP = (V,EP) の訓練データの密度 Density(EP)

は 2|EP|/|V |2、三項関係予測問題 A,B,C,RP ⊂ A×B ×C

の訓練データの密度 Density(RP) は |RP|/|A| × |B| × |C| と
なる。
グラフのリンク予測実験の結果を、横軸をデータの密度、縦

軸を提案手法の予測結果の優位性 ∗5として図示したものが (図
5) である。図の左側、つまりグラフが疎である場合ほど提案
手法が既存手法に対して良い予測結果を出している傾向が見て
とれる。

表 1: グラフのリンク予測問題の実験結果— 既存手法と提案手法の
AUC-ROC を比較しその大きい方を太字とした。

#V #E Sparsity EXISTING PROPOSED

198 2742 DENSE 0.912 > 0.736
212 244 SPARSE 0.555 < 0.725

1858 12534 DENSE 0.869 > 0.848
1870 2277 SPARSE 0.565 < 0.680

2426 16631 DENSE 0.885 > 0.816
2888 2981 SPARSE 0.506 < 0.996

6327 147547 DENSE 0.979 > 0.888
6474 13895 SPARSE 0.622 < 0.843

表 2: 三項関係予測問題の実験結果—既存手法と提案手法の
AUC-PR を比較しその大きい方を太字とした。
#A #B #C #R Sparsity EXISTING PROPOSED

104 104 26 10790 DENSE 0.94 > 0.926
135 135 49 6752 SPARSE 0.95 < 0.965
125 125 57 2565 SPARSE 0.83 < 0.996

∗5 提案手法の AUC-ROC / 既存手法の AUC-ROC
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表 3: グラフのリンク予測問題における既存手法と提案手法の「モデ
ルの良さ」の比較。

ModelComplexity DataSize ModelEfficiency

E ke × 2|V | 2|EP|
2|EP|

kE × 2|V |

P kh × (|V | + |EP|) 2|EP|
2|EP|

kh × (|V | + |EP|)

0
|E|,|R|

E
ff

ic
ie

n
cy

Adjacency Matrix
Incidence Matrix

図 6: 関係を予測する問題における「訓練データの密度」と「モデル
の良さ」の関係

6.2 モデルの複雑さと訓練データが与える情報の比
なぜ疎なデータに対して提案手法は既存手法に対して相対的

に優位となったのだろうか。モデルの複雑さに対して訓練データ
がどの程度の「情報」を与えるかという観点でモデルを見ると、
その理由が見えてくる。モデルをM、解きたい関係予測問題を
P とおく。学習時に決定すべきモデルパラメータの数を、問題 P

を解く際のモデル M の複雑さ ModelComplexity(M,P ) と
よぶことにする。すなわち分解後の行列やテンソルの成分の数を
モデルの複雑さとする。これはモデルにも問題にも依存する。ま
た、分解前の行列に埋まる 1の数を問題がモデルに提供する情
報 DataSize(M,P )とよぶ。これもモデルと問題それぞれに依
存する。これらを用いて モデルの良さ ModelEfficiency(M,P )

「1 モデルパラメータあたりに問題が与える情報」を次のよう
におく：

ModelEfficiency(M,P ) :=
DataSize(M,P )

ModelComplexity(M,P )

たとえばグラフのリンク予測問題における既存手法と提案手法
の「モデルの良さ」は表 3 の通り。ここで kE, kP はそれぞれ
低ランク近似やテンソル分解におけるランクを表す。
グラルのリンク予測問題と三項関係予測問題ともに、|V | す

なわちグラフの規模を固定して |EP|や |RP|すなわち訓練デー
タの密度を変化させると、既存手法と提案手法の「モデルの
良さ」 ModelEfficiency(M,G) は図 6のように変化する。特
に訓練データが疎なとき (図 6 で左側に行くとき) に提案手法
は ModelEfficiency(M,G) が立ち下がりにくく、したがって
データの疎性に対してより頑健な手法であると考えられる。
ここで定義した「モデルの良さ」は実験結果にもよく当て

はまっている。グラフのリンク予測実験について、既存手法
の学習モデルを ME、既存手法の学習モデルを MP とし、
横軸に提案手法のモデルの相対的な良さAdvantage(G) :=

ModelEfficiency(MP, G)/ModelEfficiency(ME, G) を、縦軸

図 7: グラフのリンク予測問題の実験における「提案手法のモデルの
相対的な良さ」と「提案手法の予測結果の優位性」の関係。Y 軸は e
を底とした対数目盛。

に提案手法の予測精度の相対優位性 ∗6 をプロットすると (図
7) のようになり、モデルの相対的な良さ Advantage(G) とい
う指標が予測結果の相対的な優位性を測りうる指標となってい
ることが見てとれる。

7. おわりに
接続行列の低ランク近似を用いた新しい関係予測手法を提

案した。提案手法が疎性の問題に対して頑健な性質を持つこと
を実験的に示した。また理論的な考察を与えた。
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