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Individual rationality, Pareto efficiency, and strategyproofness are crucial properties of decision making functions,
or mechanisms, in social choice literature. In this paper we investigate mechanisms for exchange models where
each agent is initially endowed with a set of goods and may have indifferences on distinct bundles of goods, and
monetary transfers are not allowed. Sönmez (1999) showed that in such models, those three properties are not
compatible in general. The impossibility, however, only holds under an assumption on preference domains. The
main purpose of this paper is to discuss the compatibility of those three properties when the assumption does not
hold. We first establish a preference domain called top-only preferences, which violates the assumption, and develop
a class of exchange mechanisms that satisfy all those properties. We also find a class of preference domains called
m-chotomous preferences, where the assumption fails and these properties are incompatible.

1. 序論

Shapley らが提起したハウジングマーケット問題（housing

market problem）[Shapley 74]は，物々交換モデルにおいて
最も基本的な問題である．ハウジングマーケット問題では，各
参加者が部屋などの非分割財を 1 つだけ所持しており，貨幣
によるやり取りを行うことなく財を交換する．参加者が財に対
して厳密な選好順序を持つ場合，Gale の top-trading-cycles

（TTC）は，個人合理性，パレート効率性，戦略的操作不可
能性の 3 性質を同時に満足する唯一のメカニズムであること
が知られている [Ma 94]．参加者の選好に無差別性が含まれ
る場合の研究も行われており，上記 3 性質を同時に満足する
メカニズムやそのクラスが提案されている [Alcalde-Unzu 11,

Jaramillo 12, Saban 13]．また，各参加者が 1つ以上の財を所
持する物々交換モデルも存在する．このようなモデルにおいて
Sönmez は，選好が含む無差別性に関していくつかの仮定を導
入し，それらの仮定のもとで上記 3 性質を同時に満足するメ
カニズムは存在しないことを示した [Sönmez 99]．とりわけ重
要な仮定は，各参加者は自身の初期保有財以外の任意の財につ
いて，初期保有財と無差別とはならない，というものである．
本論文では，各参加者が 1つ以上の財を所持し，かつ選好に

無差別性が存在する物々交換モデルを扱う．特に，Sönmez の
仮定の及ばない選好ドメインにおいて，上記 3性質を同時に満
足可能であるかを議論する．そのような選好ドメインとして，
我々は top-only 選好ドメインと m-chotomous 選好ドメイン
を提案する．Top-only 選好は，参加者が得た財の中で最も好
ましい財により効用が決定し，上記 3 性質を同時に満足する
メカニズムが存在する．このメカニズムは，文献 [Saban 13]

で提案されたメカニズムのクラスを拡張することで得られる．
m-chotomous 選好は，参加者の選好が m 段階に分かれてお
り，提案メカニズムにより個人合理性とパレート効率性を両立
する割当が可能である．ただし，戦略的操作不可能性まで含め
ると，提案メカニズムだけでなく，あらゆるメカニズムが上記
3性質を同時に満足することはできない．
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2. 準備

本論文で扱う物々交換マーケットのモデルを以下に記す．マー
ケットに存在する非分割財の集合をK，参加者の集合を N =

{1, . . . , n} とする．各参加者 i ∈ N には，非分割財 K の部
分集合として初期保有財 wi ⊆ K が与えられる．各財は異質
財であることを仮定し，任意の参加者 i, j(̸= i) ∈ N について
wi ∩ wj = ∅，

∪
i∈N wi = K とする．また，参加者全員の初

期保有財をリスト w = (wi)i∈N で表現する．
参加者全員に対するすべての実現可能な財の割当をXN とす

る．参加者 i ∈ N に対する財の割当は xiとし，参加者全員に対
する実現可能な割当はリスト x = (xi)i∈N ∈ XN で表現する．
このとき，任意の参加者 i, j(̸= i) ∈ N について xi ∩ xj = ∅，∪

i∈N xi = K とする．任意の初期保有財のリスト wは，財の
割当とみなすことができ w ∈ XN である．
各参加者 i ∈ N は，財の集合 K のすべての実現可能な部

分集合に対して選好順序（または単に選好）Ri を持っている．
Ri は完全性を満たし，反射的，推移的であるものとする．任
意の財の部分集合 L,L′ ⊆ K について，LRiL

′ は L を L′

以上に好むことを意味する．L を L′ よりも厳密に好む場合
には LPiL

′，L と L′ が無差別な（同程度に好む）場合には
LIiI と記述する．また，R をすべての実現可能な選好の集合
とし，参加者全員の選好をリスト R = (Ri)i∈N ∈ Rn で表
現する．さらに，特定の参加者 i ∈ N を除いた選好リストを
R−i = (Rj)j∈N\{i} ∈ Rn−1 と記述する．
物々交換メカニズム φ : XN ×Rn → XN は，初期保有財の

リスト w ∈ XN と選好のリスト R ∈ Rn から，実現可能な割
当 φ(w,R) ∈ XN を返す関数である．物々交換メカニズム φ

による参加者 i ∈ N に対する財の割当は φi(w,R)と記述する．
続いて，個人合理性，パレート効率性，戦略的操作不可能性

の定義を行う．

定義 1 (個人合理性) 初期保有財w ∈ XN のもとで，割当 x ∈
XN が個人合理性を満たすとき，任意の参加者 i ∈ N につい
て xiRiwi が成立する．メカニズム φ が個人合理的であると
は，∀N，∀K，∀w ∈ XN，∀R ∈ Rn について，φ(w,R)が，
初期保有財 w のもとで個人合理性を満たすことをいう．
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個人合理性を満足する物々交換メカニズムでは，参加者が自
身の選好について正直な申告を行う限り，その参加者の効用が
減少しないことが保証される．これにより，各参加者は物々交
換に参加する誘因を持つ．

定義 2 (パレート効率性) 選好リスト Rが与えられたときに，
割当 y ∈ XN が割当 x ∈ XN をパレート支配するとは，∀i ∈ N，
yiRixi かつ ∃j ∈ N，yjPjxj が成立することをいう．∀N，
∀K，∀w ∈ XN，∀R ∈ Rnについて，どのような割当 y ∈ XN

に対しても物々交換メカニズム φ(w,R) がパレート支配され
ないとき，φをパレート効率的であるという．

パレート効率的な物々交換メカニズムは，社会的余剰を最大
化するという意味で最適な割当を行う．これ以降は，選好リス
ト Rのもとで，割当 y ∈ XN が割当 x ∈ XN をパレート支配
することを y ⇀R xと表現する．

定義 3 (戦略的操作不可能性) ∀N，∀K，∀w ∈ XN，∀R ∈
Rn，∀i ∈ N，∀R′

i ∈ R についてφi(w,R)Riφi(w, (R′
i, R−i))

を満たすとき，物々交換メカニズム φは戦略的操作不可能で
あるという．

戦略的操作不可能な物々交換メカニズムのもとでは，すべ
ての参加者は自身の選好を正直に申告することが支配戦略と
なる．

3. 提案メカニズム

本章では，各参加者が 1 つ以上の財を所持する物々交換モ
デルにおいて適用可能なメカニズムを提案する．基本的なアイ
デアは非常に単純である．まずは Algorithm 1の 2–6行目で，
各参加者 i ∈ N は |wi|人の子参加者の集合 {ij |j ∈ wi}に置
換される．子参加者 ij は参加者 iの選好 Ri を引き継ぎ，初期
保有財として j ∈ wi を持つ．また，ωij を子参加者 ij の所持
する財とする．これにより，1人複数財の物々交換マーケット
を 1 人 1 財の物々交換マーケットとみなすことができる．そ
のあとは文献 [Saban 13] で提案されたメカニズムを適用する．
Algorithm 1の 7–18行目は，基本的に文献 [Saban 13] で提
案されたメカニズムのクラスを表現している．このメカニズ
ムのクラスは，1人 1財の物々交換マーケットにおいて個人合
理性とパレート効率性を両立する割当を行う．のちに述べる
F-ruleを適切に選択すれば戦略的操作不可能性も満足するこ
とができる．
物々交換マーケットは，財を所持した参加者を頂点とする有

向グラフで表現される．まずは有向グラフに関する用語をいく
つか紹介する．ある有向グラフの任意の 2頂点間に有向路が存
在するとき，その有向グラフは強連結（strongly connected）
であるという．また，極大で強連結な部分グラフを強連結成分
（strongly connected components）という．任意の有向グラ
フ上の強連結成分を S とする．S に含まれる任意の頂点から
S に含まれない任意の頂点への有向路が存在しないとき，その
ような S をシンク（sink）という．特に，シンクに含まれるす
べての頂点が自分自身への有向辺（自己ループ）を持つとき，
そのシンクをターミナルシンク（terminal-sink）という．
次に，提案メカニズムを表現するために必要な 5 つ

の関数，TTC-graph，Terminal-Sink，Cycle，Update-

Tops，F-rule を紹介する．
TTC-graph は，頂点（子参加者）の集合 N ′ と，参加者

が最も欲しい財の集合のリスト T = (Ti)i∈N が与えられると，

Algorithm 1 New Trading Family

Input: w,R

Output: φ = (φi)i∈N

1: N ′ ← ∅, K′ ← K

2: for i ∈ N do

3: ϕi ← ∅
4: Ti ← Update-Tops(Ri, ϕi,K

′)

5: for j ∈ wi do

6: N ′ ← N ′ ∪ {ij}, ωij ← j

7: while N ′ ̸= ∅ do

8: G← TTC-graph(N ′, T )

9: while Terminal-Sink(G) ̸= ∅ do

10: for ij ∈ Terminal-Sink(G) do

11: ϕi ← ϕi ∪ {ωij}
12: N ′ ← N ′ \ {ij}, K′ ← K′ \ {ωij}
13: for i ∈ N do

14: Ti ← Update-Tops(Ri, ϕi,K
′)

15: G← TTC-graph(N ′, T )

16: G← F -rule(G), ω′ ← ω

17: for (ij , i
′
j′) ∈ Cycle(G) do

18: ωij ← ω′
i′
j′

19: return φ = (ϕi)i∈N

それをもとに有向グラフ Gを構成する．つまり，マーケット
に残っているすべての子参加者 ij ∈ N ′ と，Ti に含まれてい
る財を所持するすべての子参加者 i′j′ に対して，ij から i′j′ へ
の有向辺を返す．Terminal-Sinkは与えられた有向グラフG

に対して，ターミナルシンクに含まれている頂点の集合を返
す．Cycleは与えられた有向グラフ Gに対して，サイクルを
構成するすべての有向辺を返す．

Update-Topsは，参加者の選好 Ri，現在所持している財
ϕi から，マーケットに残っている財 K′ の中で，参加者 i に
とって最も好ましい財の集合 Ti を求める関数である．1人の
参加者が複数の財を所持する場合，アルゴリズムの動作中に
参加者の最も欲しい財が変化する可能性がある．そのため，こ
の関数は提案メカニズムにおいて重要な役割を果たす．たとえ
ば，何も財を割り当てられていなければ財 a が欲しいが，別
の b という財を割り当てられたので財 a がなくても構わない
という状況が考えられる．この関数の返り値は選好ドメインの
特性によるため，正確な記述は 4章と 5章で述べる．

F-rule [Saban 13] は，集合 Ti からただ 1 つの財を選ぶ．
そのためならば物々交換を開始してからのあらゆる情報（履
歴）を利用可能であるが，簡単のため F-rule の引数はグラ
フ G のみにしている．F-rule は，アルゴリズムの停止性や
戦略的操作不可能性を満足するために適切に設定する必要が
ある．本論文では，文献 [Alcalde-Unzu 11]で提案された top

trading absorbing set（TTAS）を F-ruleとして使用するこ
とにする．TTAS を表現する F-ruleを以下に示す．

K に属する個々の財に対して共通の優先順位が与えられ
る．すべての子参加者 ij は，優先順位にしたがって Ti の
中から今までに所持したことのない財を選択する．もし，
Ti に含まれるすべての財をm回以上所持したことがあれ
ば，m+ 1回所持したことのない財を選択する．

ほかにも，top cycles rule（TCR）[Jaramillo 12]や highest

priority object（HPO）rule [Saban 13] を F-ruleとして使
用することもできる．
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4. Top-only 選好ドメイン

本章では，top-only 選好ドメインの定義を行う．また，前
章で提案したメカニズムの動作例を説明し，その特徴について
述べる．

定義 4 (Top-only 選好) 選好Riから導かれる個々の財に対
する厳密な選好順序を ≻i とする．≻i のもとで，財の集合 L

に含まれる最も好ましい 1つの財を t(≻i, L)と表す．任意の
財の部分集合 L,L′ ⊆ K について，次の条件を満たす選好 Ri

の集合を top-only 選好ドメイン RT という．

(i) LPiL
′ ⇔ [t(≻i, L) ≻i t(≻i, L

′) or (t(≻i, L) = t(≻i

, L′) and |L| > |L′|)],

(ii) LIiL
′ ⇔ [t(≻i, L) = t(≻i, L

′) and |L| = |L′|].

直感的には，ある参加者 iが財の部分集合L ⊆ Kを手に入れ
たとき，その参加者の効用は Lの中で最も好ましい財 t(≻i, L)

によって決定する．ただし，残りの財についても，参加者 iに
一定の効用を与える．Top-only 選好の具体例として，上映日
時が被った異なる映画のチケットを複数枚所持している状況が
考えられる．この場合，実際に観ることができる映画は 1 つ
だけであるため，一番観たいと思う映画のチケットさえ持って
いればよい．残りのチケットに関しても，払い戻しを行えば 1

枚につき一定の金額を得ることができる．
また，提案メカニズムの Update-Tops 関数は，top-only

選好ドメインにおいて以下のように定式化される．

Update-Tops(Ri, ϕi,K
′) =

{
{t(≻i,K

′)} if ϕi = ∅,

K′ otherwise.

アルゴリズムの各ラウンドにおいて，top-only 選好ドメイン
におけるUpdate-Tops関数は，(i) 参加者が何か 1つでも財
を得るまでは，マーケットに残っている財の中で最も好まし
い財を，(ii) 参加者が何か 1つでも財を得たら，マーケットに
残っているすべての財を Ti として返す．実際に top-only 選
好では，マーケットに存在する最も好ましい財を得たエージェ
ントは，残りの財に対して無差別な選好を持つ．パレート効率
性を達成するためには，Update-Tops関数により，動的に変
化する参加者の選好を考慮しなければならない．

例 1 Top-only 選好ドメインにおける提案メカニズムの動作
例を記す．参加者の集合を N = {1, 2}，財の集合を K =

{a, b, c}，初期保有財を w = ({a, b}, {c})，参加者の選好を
R = (R1, R2) ∈ R2

T とする．R1, R2 に対応する個々の財
の選好順序を ≻1,≻2 とし，それぞれ R1 : a ≻1 b ≻1 c，
R2 : b ≻2 c ≻2 a であるとする．F -rule 関数は前章で述
べた TTAS を用いるものとする．今回の例では，個々の財に
対する優先順位は必要ない．
図 1(a1)は，Algorithm 1の 8行目で構成されるグラフ G

である．aのみを含むターミナルシンクが存在するため，10–12
行目で子参加者 1a に財を割り当て，マーケットから取り除く．
13–14行目のUpdate-Tops関数により T1が更新され，15行
目で子参加者 1bは，bと cの両方を指す．ここで，子参加者 1b
はまだ一度も財 cを所持したことがない．したがって，16行目
の F-rule関数は，子参加者 1b に cを指させる（図 1(b1)）．

17–18 行目では，財 b と c が交換され（この時点ではまだ
マーケットから取り除かれない），次のラウンド（7行目）へと
移行する．子参加者 2cは現在所持している bのみを指す（ター
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図 1: 提案メカニズムの動作例

ミナルシンクである）ため，子参加者 2cに bを与えてマーケッ
トから取り除く．残った cは子参加者 1b に与えてマーケット
から取り除く．結果として，参加者 1と 2はそれぞれ財 {a, c}
と {b}を得る．これは，選好 R1, R2 のもとでパレート効率的
な割当である．
ちなみに，Update-Tops関数がなければ，最終的な割当が

パレート効率的である保証はない．上記の例で，子参加者 1a
が財 a を持ってマーケットから出ていったあとの状況を考え
る（図 1(b2)）．Update-Tops関数がなければ，子参加者 1b
は自分が所持している bだけを指す．そのため子参加者 1b は
ターミナルシンクを構成してマーケットから取り除かれる．最
終的な割当は ({a, b}, {c})となるが，これは割当 ({a, c}, {b})
にパレート支配される（Top-only 選好のもとで，参加者 1は
{a, b}と {a, c}はどちらでもよい）．

続いて top-only 選好ドメインにおける提案メカニズムの性
質を述べる．まず top-only 選好ドメインにおいて，提案メカ
ニズムは個人合理性を満足する．なぜならば，(i) 各参加者は
初期保有財以上に好む財しか指さず，(ii) 各参加者に割り当て
られる財の個数は初期保有財の個数と等しいためである．

定理 1 Top-only 選好ドメインのもとで提案メカニズムは個
人合理性を満足する．

次に，パレート効率性と戦略的操作不可能性を証明する上
で重要な 2つの性質を紹介する．

性質 1 ∀N，∀K，∀R ∈ Rn
T，∀z ∈ XN について，y ⇀R z な

る割当 y ∈ XN が存在するならば，x ⇀R z かつ ∀i ∈ N, |xi| =
|zi| を満足する別の割当 x ∈ XN も存在する．

性質 2 提案メカニズムによる財の割当をφとする．また，∀N，
∀K，∀w ∈ XN，∀R ∈ Rn

T，∀i ∈ N について Di := {g ∈
K|g ≻i t(≻i, φi(w,R))} を定義する．このとき，任意の参加
者 i ∈ N の任意の g ∈ Di について g = t(≻i′ , φi′(w,R)) を
満たすような参加者 i′ ̸= i が存在する．

性質 2は，任意の参加者 iが提案メカニズム φによって得
た最も好ましい財 t(≻i, φi(w,R))よりも良い財は，ほかの参
加者にとっての最も好ましい財であることを意味する．
紙面の都合により証明は割愛するが，上記 2 つの性質を用

いることでパレート効率性と戦略的操作不可能性が示される．

定理 2 Top-only 選好ドメインのもとで提案メカニズムはパ
レート効率的である．

定理 3 Top-only 選好ドメインのもとで提案メカニズムは戦
略的操作不可能である．
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5. m-chotomous 選好ドメイン

本章では，m-chotomous 選好ドメインの定義を行い，その
性質を述べる．

定義 5 (m-chotomous 選好) 任意の財の部分集合 L,L′ ⊆
K と，財の集合 K に対する m ∈ {1, . . . , |K|} 個の分割
(A1, A2 . . . , Am) を考える．次の条件を満たす選好 Ri の集
合をm-chotomous 選好ドメイン Rm という．

(i) LPiL
′ ⇔ [∃q ∈ {1, . . . ,m} s.t. {|Aq ∩ L| > |Aq ∩

L′| and (∀q′ ∈ {1, . . . , q− 1}, |Aq′ ∩L| = |Aq′ ∩L′|)}],

(ii) LIiL
′ ⇔ [∀q ∈ {1, . . . ,m}, |Aq ∩ L| = |Aq ∩ L′|].

m-chotomous 選好ドメインは，よく用いられる加算的な選
好ドメインに制限を加えたものとなっている．そのため，基
本的にはより多くの財を得ることができれば効用は増加する．
大きな違いは，Aq+1 以降に属する財をどんなに多く手に入れ
ることができたとしても，Aq に属する 1つの財を所持してい
る方が好ましいという点である．m-chotomous 選好ドメイン
は，任意の整数m ∈ {1, . . . , |K| − 1}について Sönmez の仮
定に違反する．ただし |K|-chotomous 選好ドメインに限って
は，個々の財に対して明確な選好順序を持つことになるため
Sönmez の仮定を満足する．

m-chotomous 選好ドメインは，代替不可能な財や，財同士
に支配関係がある状況を表現している．たとえば，特定の資格
などを持った人物を雇用しようとするとき，このような状況に
あてはまる．運転免許で例えるならば，引越し業者やバス会社
は，普通免許を持っている人物よりも大型免許を持っている人
物を好む．普通免許を持っている人物をいくら雇ったとしても，
大型トラックやバスを運転することはできないからである．
次に m-chotomous 選好ドメインにおける Update-Tops

関数の定式化を行う．

Update-Tops(Ri, ϕi,K
′) = {g ∈ K′|∀h ∈ K′, {g}Ri{h}}

m-chotomous 選好ドメインにおける Update-Tops関数は，
マーケットに残っている財の中から，参加者が最も好んでいる財
の集合（無差別なクラス）を返す．Top-only選好ドメインの場
合と異なり，返り値は ϕiにはよらないことに注意したい．また
top-only 選好ドメインの場合と同様の理屈で，m-chotomous

選好ドメインも個人合理性を満足する．

定理 4 ∀K，∀m ∈ {1, . . . , |K|} について，m-chotomous 選
好ドメインのもとで提案メカニズムは個人合理性を満足する．

さらに m-chotomous 選好ドメインにおいても性質 1 と同
様のことが成立し，パレート効率性を証明することができる．

性質 3 ∀N，∀K，∀m ∈ {1, . . . , |K|}，∀R ∈ Rn
m，∀z ∈ XN

について，y ⇀R z なる割当 y ∈ XN が存在するならば，
x ⇀R z かつ ∀i ∈ N, |xi| = |zi| を満足する別の割当 x ∈ XN

も存在する．

定理 5 ∀K，∀m ∈ {1, . . . , |K|}について，提案メカニズムは
m-chotomous 選好ドメインのもとでパレート効率的である．

しかし，戦略的操作不可能性についてはどのようなメカニ
ズムを用いても満足することはできない．

定理 6 ∀K，∀m(3 ≤ m ≤ |K|)について，m-chotomous 選
好ドメインのもとで個人合理性，パレート効率性，戦略的操作
不可能性を同時に満たす物々交換メカニズムは存在しない．

たとえば参加者 1が {a}，参加者 2が {b, c, d}を所持し，2

人の選好が R1 : ({b}, {a, c}, {d})，R2 : ({a, b}, {c}, {d}) と
いう分割に対応している場合に定理 6を示すことができる．こ
れをもとに任意の m(3 ≤ m ≤ |K| − 1)について定理 6が示
される．m = |K|のときは，個々の財に対して明確な選好順
序を持つことになるため Sönmez による不可能性を適用する
ことができる．一方でm = 1のときは何も交換を行わないメ
カニズムが 3性質を同時に満足することができる．m = 2の
ときについても 3 性質を同時に満足するメカニズムが存在す
る可能性があるが，詳細は明らかになっていない．

6. 結論

本論文では，個人合理性，パレート効率性，戦略的操作不
可能性を同時に満足可能な選好ドメインについて議論した．
Top-only 選好ドメインのもとでは，提案メカニズムにより
上記 3 性質を同時に満足可能である．また，任意の整数 m

（3 ≤ m ≤ |K|）について m-chotomous 選好ドメインのもと
では上記 3性質を同時に満足可能なメカニズムは存在しない．
本研究は Sönmez の研究の補完的な役割を果たした．
今後の課題として，3性質を同時に満足する物々交換メカニ

ズムが存在可能な選好ドメインについて，完全な特徴付けを行
うことが挙げられる．特に，2-chotomous 選好ドメインにお
ける戦略的操作不可能性は明らかにされていない．架空名義操
作や財の秘匿など，戦略的操作以外の誘因について検証するこ
とも考えられる．
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